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①Laplace’s method 
 

𝐼𝐼(𝑘𝑘) = � 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞
,  𝑘𝑘 → ∞, 

𝑓𝑓,𝜙𝜙 ∶ ℝ → ℝ,   𝑓𝑓,𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶(ℝ) 
 

 
②Stationary phase method 
 

𝐼𝐼(𝑘𝑘) = � 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞
,  𝑘𝑘 → ∞, 

𝑓𝑓,𝜙𝜙 ∶ ℝ → ℝ,   𝑓𝑓,𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶(ℝ) 
 

 
③Method of steepest descent 
 

𝐼𝐼(𝑘𝑘) = �𝑓𝑓(𝑧𝑧)𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐶𝐶

,   𝑘𝑘 → ∞, 

𝑓𝑓,𝜙𝜙 ∶ ℂ → ℂ, analytic 
 

 
○漸近展開の定義 

Banach 空間 𝑋𝑋 上に定義された複素数値関数 𝜙𝜙,𝜓𝜓 ∶ 𝑋𝑋 → ℂ に対して 
 𝜙𝜙(𝑘𝑘) = 𝑂𝑂(𝜓𝜓(𝑘𝑘)),  𝑘𝑘 → 𝑘𝑘0 

                             ⇔ ∃𝛿𝛿,𝐴𝐴 > 0, ‖𝑘𝑘 − 𝑘𝑘0‖ < 𝛿𝛿 ⇒ |𝜙𝜙(𝑘𝑘)| ≤ 𝐴𝐴|𝜓𝜓(𝑘𝑘)|, 
𝜙𝜙(𝑘𝑘) = 𝑜𝑜(𝜓𝜓(𝑘𝑘)),  𝑘𝑘 → 𝑘𝑘0 
                             ⇔ ∀𝜖𝜖 > 0,∃𝛿𝛿 > 0, ‖𝑘𝑘 − 𝑘𝑘0‖ < 𝛿𝛿 ⇒ |𝜙𝜙(𝑘𝑘)| ≤ 𝜖𝜖|𝜓𝜓(𝑘𝑘)| 

 

と定義する。 
また関数列 {𝛿𝛿1,𝛿𝛿2, … }, 𝛿𝛿𝑗𝑗 :𝑋𝑋 → ℂ (𝑗𝑗 ∈ ℕ) において 

 
𝛿𝛿𝑗𝑗+1(𝑘𝑘) = 𝑜𝑜 �𝛿𝛿𝑗𝑗 (𝑘𝑘)� ,  𝑘𝑘 → 𝑘𝑘0   (∀𝑗𝑗 ∈ ℕ)  

が成り立つとき {𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2, … } は 𝑘𝑘 → 𝑘𝑘0 における漸近列であるという。さらに関数 𝐼𝐼:𝑋𝑋 → ℂ 
に対し、𝑘𝑘 → 𝑘𝑘0 における漸近列 {𝛿𝛿1, … ,𝛿𝛿𝑁𝑁+1}, 𝛿𝛿𝑗𝑗 :𝑋𝑋 → ℂ (𝑗𝑗 = 1, … ,𝑁𝑁 + 1)（と 𝑎𝑎1, … ,𝑎𝑎𝑁𝑁 ∈ ℂ）

が存在して 
 

𝐼𝐼(𝑘𝑘)−�𝑎𝑎𝑗𝑗𝛿𝛿𝑗𝑗 (𝑘𝑘)
𝑚𝑚

𝑗𝑗=1

= 𝑂𝑂�𝛿𝛿𝑚𝑚+1(𝑘𝑘)�,   𝑘𝑘 → 𝑘𝑘0     (𝑚𝑚 = 1, … ,𝑁𝑁)  

（𝑁𝑁 ∈ ℕ）が成り立つとき ∑ 𝑎𝑎𝑗𝑗 𝛿𝛿𝑗𝑗 (𝑘𝑘)𝑁𝑁
𝑗𝑗=1  は関数 𝐼𝐼(𝑘𝑘) の 𝑘𝑘 → 𝑘𝑘0 におけるオーダー 𝛿𝛿𝑁𝑁 の漸

近展開であるという。 
 



(1) Laplace’s method 
Proposition 1.（Laplace 積分の主要部） Laplace 積分 𝐼𝐼(𝑘𝑘) = ∫ 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑∞

−∞  を定義す

る連続関数 𝜙𝜙,𝑓𝑓 ∶ ℝ → ℝ において 
 ∃𝑐𝑐 ∈ ℝ,  𝑡𝑡 ∈ ℝ ∖ {𝑐𝑐} ⇒ 𝜙𝜙(𝑡𝑡) > 𝜙𝜙(𝑐𝑐) and 𝑓𝑓(𝑐𝑐) ≠ 0, (1) 
および 
 𝑓𝑓 ∈ 𝐿𝐿1(ℝ) (2) 
が成り立つものとする 1

 

。そのとき、Laplace積分  𝐼𝐼(𝑥𝑥)  の積分範囲を点  𝑐𝑐  の近傍 
(𝑐𝑐 − 𝜀𝜀, 𝑐𝑐 + 𝜀𝜀) に制限したもの： 

𝐼𝐼(𝑘𝑘; 𝜀𝜀) = � 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐+𝜀𝜀

𝑐𝑐−𝜀𝜀
  

と元の Laplace 積分との差は 𝑘𝑘 → ∞ において指数関数的に減少する。すなわち 
 ∃𝐶𝐶, 𝛾𝛾 > 0, |𝐼𝐼(𝑘𝑘)− 𝐼𝐼(𝑘𝑘; 𝜀𝜀)|/|𝐼𝐼(𝑘𝑘; 𝜀𝜀)| < 𝐶𝐶𝑒𝑒−𝛾𝛾𝛾𝛾   
が成り立つ。したがって、𝐼𝐼(𝑘𝑘) と 𝐼𝐼(𝑘𝑘; 𝜀𝜀) の 𝑘𝑘 の（負の）べき乗による漸近展開は完全に

一致する 2

Proof 
。 

 𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶(ℝ) で 𝑓𝑓(𝑐𝑐) ≠ 0 であるから 
 ∃𝜀𝜀 > 0,  𝑡𝑡 ∈ (𝑐𝑐 − 𝜀𝜀, 𝑐𝑐 + 𝜀𝜀) ⇒ sgn𝑓𝑓(𝑡𝑡) = sgn𝑓𝑓(𝑐𝑐) (3) 
が成り立ち、𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶(ℝ) で 𝑡𝑡 ∈ ℝ ∖ {𝑐𝑐} ⇒ 𝜙𝜙(𝑡𝑡) > 𝜙𝜙(𝑐𝑐) であるから 
 ∃𝜀𝜀̃ > 0,  𝑡̃𝑡 ∈ [𝑐𝑐 − 𝜀𝜀̃, 𝑐𝑐 + 𝜀𝜀̃] ⇒ inf

𝑡𝑡∈ℝ∖(𝑐𝑐−𝜀𝜀,𝑐𝑐+𝜀𝜀)
𝜙𝜙(𝑡𝑡) > 𝜙𝜙(𝑡̃𝑡) (4) 

が成り立つ 3

 
。さらに |𝑓𝑓(𝑡𝑡)|𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑡𝑡) ∈ 𝐶𝐶(ℝ) より 

∃𝑐̃𝑐 ∈ [𝑐𝑐 − 𝜀𝜀̃, 𝑐𝑐 + 𝜀𝜀̃],  |𝑓𝑓(𝑐̃𝑐)|𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑐𝑐̃) = min
𝑡𝑡∈[𝑐𝑐−𝜀𝜀� ,𝑐𝑐+𝜀𝜀�]

�|𝑓𝑓(𝑡𝑡)|𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑡𝑡)� (5) 

であり、また 
 𝑀𝑀 = inf

𝑡𝑡∈ℝ∖(𝑐𝑐−𝜀𝜀 ,𝑐𝑐+𝜀𝜀)
𝜙𝜙(𝑡𝑡) (6) 

                                                   
1 さらに lim𝑡𝑡→±∞ 𝜙𝜙(𝑡𝑡) > 𝜙𝜙(𝑐𝑐) を仮定する。 
2 𝐼𝐼(𝑘𝑘) と 𝐼𝐼(𝑘𝑘; 𝜀𝜀) の漸近展開 
  𝐼𝐼(𝑘𝑘) = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑘𝑘−1 + 𝑎𝑎2𝑘𝑘−2 +⋯+ 𝑎𝑎𝑚𝑚𝑘𝑘−𝑚𝑚 + 𝑅𝑅𝑎𝑎(𝑘𝑘),   𝑅𝑅𝑎𝑎(𝑘𝑘) = 𝑂𝑂�𝑘𝑘−(𝑚𝑚+1)� (𝑘𝑘 → ∞) 
  𝐼𝐼(𝑘𝑘; 𝜀𝜀) = 𝑏𝑏0 + 𝑏𝑏1𝑘𝑘−1 + 𝑏𝑏2𝑘𝑘−2 + ⋯+ 𝑏𝑏𝑚𝑚𝑘𝑘−𝑚𝑚 + 𝑅𝑅𝑏𝑏(𝑘𝑘),   𝑅𝑅𝑏𝑏(𝑘𝑘)~𝑂𝑂�𝑘𝑘−(𝑚𝑚+1)� (𝑘𝑘 → ∞) 
が可能であり、ある 𝑚𝑚 ∈ ℕ が存在して 𝑎𝑎0 = 𝑏𝑏0,⋯ ,𝑎𝑎𝑚𝑚−1 = 𝑏𝑏𝑚𝑚−1,𝑎𝑎𝑚𝑚 ≠ 𝑏𝑏𝑚𝑚  であるとすると 
  |𝐼𝐼(𝑘𝑘)− 𝐼𝐼(𝑘𝑘; 𝜀𝜀)| = |(𝑎𝑎𝑚𝑚 − 𝑏𝑏𝑚𝑚 )𝑘𝑘−𝑚𝑚 + 𝑅𝑅(𝑘𝑘)|,    
  𝑅𝑅(𝑘𝑘) = 𝑅𝑅𝑎𝑎(𝑘𝑘)− 𝑅𝑅𝑏𝑏(𝑘𝑘) = 𝑂𝑂�𝑘𝑘−(𝑚𝑚+1)� (𝑘𝑘 → ∞) 
である �∵ |𝑅𝑅𝑎𝑎 − 𝑅𝑅𝑏𝑏 | ≤ |𝑅𝑅𝑎𝑎 | + |𝑅𝑅𝑏𝑏 | ≤ 𝐴𝐴𝑎𝑎�𝑘𝑘−(𝑚𝑚+1)�+ 𝐴𝐴𝑏𝑏�𝑘𝑘−(𝑚𝑚+1)� = (𝐴𝐴𝑎𝑎 + 𝐴𝐴𝑏𝑏)�𝑘𝑘−(𝑚𝑚+1)�� が、

これは |𝐼𝐼(𝑘𝑘)− 𝐼𝐼(𝑘𝑘; 𝜀𝜀)| が指数関数的に０に近づくこと、すなわち 
  ∃𝐶𝐶, 𝛾𝛾 > 0, |𝐼𝐼(𝑘𝑘)− 𝐼𝐼(𝑘𝑘; 𝜀𝜀)| < 𝐶𝐶𝑒𝑒−𝛾𝛾𝛾𝛾  
であることに反する。実際 
  1 = |𝐼𝐼(𝑘𝑘)−𝐼𝐼(𝑘𝑘 ;𝜀𝜀)|

|𝐼𝐼(𝑘𝑘)−𝐼𝐼(𝑘𝑘 ;𝜀𝜀)| > |(𝑎𝑎𝑚𝑚−𝑏𝑏𝑚𝑚 )𝑘𝑘−𝑚𝑚+𝑅𝑅(𝑘𝑘)|
𝐶𝐶𝑒𝑒−𝛾𝛾𝛾𝛾

 
                 = 𝐶𝐶−1�(𝑎𝑎𝑚𝑚 − 𝑏𝑏𝑚𝑚 )𝑘𝑘−𝑚𝑚𝑒𝑒𝛾𝛾𝛾𝛾 + �𝑅𝑅(𝑘𝑘)/𝑘𝑘−(𝑚𝑚+1)�𝑘𝑘−(𝑚𝑚+1)𝑒𝑒𝛾𝛾𝛾𝛾 � → ∞  (𝑘𝑘 → ∞)  
となる。 
3 ここで lim𝑡𝑡→±∞ 𝜙𝜙(𝑡𝑡) > 𝜙𝜙(𝑐𝑐) であることを仮定している（脚注１）。 



とおくと(4)式より 
 𝜙𝜙(𝑐̃𝑐) < 𝑀𝑀 (7) 
である。 
 以上のことから 
 |𝐼𝐼(𝑘𝑘)− 𝐼𝐼(𝑘𝑘; 𝜀𝜀)|

|𝐼𝐼(𝑘𝑘; 𝜀𝜀)| =
�∫ 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑∞
−∞ − ∫ 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑐𝑐+𝜀𝜀

𝑐𝑐−𝜀𝜀 �

�∫ 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑐𝑐+𝜀𝜀
𝑐𝑐−𝜀𝜀 �

 

≤
∫ |𝑓𝑓(𝑡𝑡)|𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑐𝑐−𝜀𝜀
−∞ + ∫ |𝑓𝑓(𝑡𝑡)|𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑∞

𝑐𝑐+𝜀𝜀

∫ |𝑓𝑓(𝑡𝑡)|𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑐𝑐+𝜀𝜀
𝑐𝑐−𝜀𝜀

   (∵(3)) 

≤
𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 ∫ |𝑓𝑓(𝑡𝑡)|𝑑𝑑𝑑𝑑𝑐𝑐−𝜀𝜀

−∞ + 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 ∫ |𝑓𝑓(𝑡𝑡)|𝑑𝑑𝑑𝑑∞
𝑐𝑐+𝜀𝜀

∫ |𝑓𝑓(𝑡𝑡)|𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑐𝑐+𝜀𝜀�
𝑐𝑐−𝜀𝜀�

   (∵ (6), 𝜀𝜀̃ ≤ 𝜀𝜀) 

≤
2‖𝑓𝑓‖𝐿𝐿1(ℝ)𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘

2𝜀𝜀̃|𝑓𝑓(𝑐̃𝑐)|𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑐𝑐̃)  (∵(5)) 

=
‖𝑓𝑓‖𝐿𝐿1(ℝ)

𝜀𝜀̃|𝑓𝑓(𝑐̃𝑐)| 𝑒𝑒
−𝑘𝑘�𝑀𝑀−𝜙𝜙(𝑐𝑐̃)� 

 

が成り立つ。(7)式より、これは 𝑘𝑘 → ∞ のとき指数関数的に０に近づく 4

■ 
。 

 
Proposition 2.（Watson’s Lemma） 次の形の積分を考える： 
 

𝐼𝐼(𝑘𝑘) = � 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

0
     (𝑏𝑏 > 0 or 𝑏𝑏 = ∞) (8) 

ただし 𝑓𝑓: (0,∞) → ℝ は 
 

𝑓𝑓(𝑡𝑡)~𝑡𝑡𝛼𝛼 �𝑎𝑎𝑛𝑛𝑡𝑡𝛽𝛽𝛽𝛽
∞

𝑛𝑛=0

,   𝑡𝑡 → 0 (9) 

と漸近展開できるものとする。ここで 𝛼𝛼 と 𝛽𝛽 は 
 𝛼𝛼 > −1,     𝛽𝛽 > 0 (10) 
なる実数である。さらに 
 ∃𝑀𝑀, 𝑐𝑐 > 0,∀𝑡𝑡 ∈ (0,∞)  |𝑓𝑓(𝑡𝑡)| ≤ 𝑀𝑀𝑒𝑒𝑐𝑐𝑐𝑐  (11) 
が成り立つものとする。このとき 𝐼𝐼(𝑘𝑘) は 
 

𝐼𝐼(𝑘𝑘)~�
𝑎𝑎𝑛𝑛Γ(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 + 1)

𝑘𝑘𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+1

∞

𝑛𝑛=0

,   𝑘𝑘 → ∞ (12) 

と漸近展開することができる 5

                                                   
4 (5)式より 𝑐̃𝑐 ∈ [𝑐𝑐 − 𝜀𝜀̃, 𝑐𝑐 + 𝜀𝜀̃] は 𝑘𝑘 に依存するが、𝜀𝜀̃ > 0 は 𝑘𝑘 に依存しないので、|𝑓𝑓(𝑐̃𝑐)|は
𝑘𝑘 → ∞ のときある有限の範囲の値をとる。より正確には 𝛼𝛼 = inf𝑐𝑐̃∈[𝑐𝑐−𝜀𝜀� ,𝑐𝑐+𝜀𝜀�]|𝑓𝑓(𝑐̃𝑐)| および 
𝛽𝛽 = sup𝑐𝑐̃∈[𝑐𝑐−𝜀𝜀� ,𝑐𝑐+𝜀𝜀�]𝜙𝜙(𝑐̃𝑐) と定義し |𝐼𝐼(𝑘𝑘) − 𝐼𝐼(𝑘𝑘; 𝜀𝜀) |/|𝐼𝐼(𝑘𝑘; 𝜀𝜀) | ≤ �‖𝑓𝑓‖𝐿𝐿1(ℝ)/𝜀𝜀̃𝛼𝛼�𝑒𝑒−𝑘𝑘(𝑀𝑀−𝛽𝛽) と評

価すればよい（(4)式より 𝛽𝛽 < 𝑀𝑀 である）。 

。 

5 ただし Γ(𝑧𝑧) = ∫ 𝑡𝑡𝑧𝑧−1𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑∞
0   (ℜ𝑧𝑧 > 0) である。 



Proof 
 任意の 𝑅𝑅 ∈ (0,∞) に対して、積分 𝐼𝐼(𝑘𝑘) を二つの和 
 𝐼𝐼(𝑘𝑘) = 𝐼𝐼1(𝑘𝑘) + 𝐼𝐼2(𝑘𝑘),  

𝐼𝐼1(𝑘𝑘) = � 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑅𝑅

0
,     𝐼𝐼2(𝑘𝑘) = � 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑅𝑅
 

 

に分割することができる。このとき、(11)式より 
 

∃𝑀𝑀, 𝑐𝑐 > 0, |𝐼𝐼2(𝑘𝑘)| ≤ � |𝑓𝑓(𝑡𝑡)|𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑅𝑅
≤ 𝑀𝑀� 𝑒𝑒−(𝑘𝑘−𝑐𝑐)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑅𝑅
  

であるから 
 

𝑘𝑘 > 𝑐𝑐 ⇒ |𝐼𝐼2(𝑘𝑘)| ≤ 𝑀𝑀� 𝑒𝑒−(𝑘𝑘−𝑐𝑐)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑅𝑅
= 𝑀𝑀

𝑒𝑒−(𝑘𝑘−𝑐𝑐)𝑅𝑅 − 𝑒𝑒−(𝑘𝑘−𝑐𝑐)𝑏𝑏

𝑘𝑘 − 𝑐𝑐
  

したがって 
 

sup
𝑘𝑘>2𝑐𝑐

|𝐼𝐼2(𝑘𝑘)|
𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘/𝑘𝑘

≤ sup
𝑘𝑘>2𝑐𝑐

𝑀𝑀
𝑒𝑒𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑒𝑒𝑐𝑐𝑐𝑐𝑒𝑒−𝑘𝑘(𝑏𝑏−𝑅𝑅)

1 − 𝑐𝑐/𝑘𝑘
≤ 2𝑀𝑀�𝑒𝑒𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑒𝑒𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑒𝑒−2𝑐𝑐(𝑏𝑏−𝑅𝑅)�  

より 𝐼𝐼2(𝑘𝑘) = 𝑂𝑂(𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘/𝑘𝑘),𝑘𝑘 → ∞ である。 
 一方、(9)式より任意の 𝑁𝑁 ∈ ℕ に対して 
 

𝐼𝐼1(𝑘𝑘) = � ��𝑎𝑎𝑛𝑛𝑡𝑡𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽
𝑁𝑁

𝑛𝑛=0

+ 𝑂𝑂�𝑡𝑡𝛼𝛼+𝛽𝛽(𝑁𝑁+1)�� 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑅𝑅

0
  

であるが 
 

� 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑡𝑡𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑅𝑅

0
= 𝑎𝑎𝑛𝑛 � 𝑡𝑡𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

0
− 𝑎𝑎𝑛𝑛 � 𝑡𝑡𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

𝑅𝑅
, 

� 𝑡𝑡𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

0
= � �

𝜏𝜏
𝑘𝑘�

𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽
𝑒𝑒−𝜏𝜏

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑘𝑘

∞

0
=
∫ 𝜏𝜏(𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+1)−1𝑒𝑒−𝜏𝜏𝑑𝑑𝑑𝑑∞

0
𝑘𝑘𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+1 =

Γ(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 + 1 )
𝑘𝑘𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+1  

� 𝑡𝑡𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

𝑅𝑅
= �𝑡𝑡𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽 𝑒𝑒

−𝑘𝑘𝑘𝑘

−𝑘𝑘
�
𝑅𝑅

∞

− (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝛽𝛽)� 𝑡𝑡𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽−1 𝑒𝑒
−𝑘𝑘𝑘𝑘

−𝑘𝑘
𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

𝑅𝑅
 

     = 𝑅𝑅𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽 𝑒𝑒
−𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘
+
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝛽𝛽
𝑘𝑘

��𝑡𝑡𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽−1 𝑒𝑒
−𝑘𝑘𝑘𝑘

−𝑘𝑘
�
𝑅𝑅

∞

− (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 − 1)� 𝑡𝑡𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽−2 𝑒𝑒
−𝑘𝑘𝑘𝑘

−𝑘𝑘
𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

𝑅𝑅
� 

      = ⋯ = 𝑂𝑂 �
𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘
� ,  𝑘𝑘 → ∞ 

 

である 6

                                                   
6  lim𝑀𝑀→∞ ∫ 𝑡𝑡𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑𝑀𝑀

0 = ∫ 𝑡𝑡𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑∞
0 < ∞   

から 

  lim𝑀𝑀→∞ ∫ 𝑡𝑡𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑𝑀𝑀
𝑅𝑅 = ∫ 𝑡𝑡𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑∞

𝑅𝑅 < ∞  
であるから  
  ∫ 𝑡𝑡𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅

0 = lim𝑀𝑀→∞ �∫ 𝑡𝑡𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑𝑀𝑀
0 − ∫ 𝑡𝑡𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑𝑀𝑀

𝑅𝑅 �  
         = ∫ 𝑡𝑡𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑∞

0 − ∫ 𝑡𝑡𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑∞
𝑅𝑅   

である。 



 
� 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑡𝑡𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑅𝑅

0
= 𝑎𝑎𝑛𝑛

Γ(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 + 1 )
𝑘𝑘𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+1 + 𝑂𝑂 �

𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘
� ,  𝑘𝑘 → ∞  

が成り立つ。また 
 

∃𝐴𝐴,𝛿𝛿 > 0, 𝑅𝑅 < 𝛿𝛿 ⇒ � 𝑂𝑂�𝑡𝑡𝛼𝛼+𝛽𝛽(𝑁𝑁+1)�𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑅𝑅

0
≤ 𝐴𝐴� 𝑡𝑡𝛼𝛼+𝛽𝛽(𝑁𝑁+1)𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑅𝑅

0
 

                                                                                    = 𝐴𝐴� �
𝜏𝜏
𝑘𝑘�

𝛼𝛼+𝛽𝛽(𝑁𝑁+1)
𝑒𝑒−𝜏𝜏

𝑅𝑅

0

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑘𝑘

 

                                                                                    = 𝐴𝐴
Γ(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑁𝑁 + 1) + 1)

𝑘𝑘𝛼𝛼+𝛽𝛽(𝑁𝑁+1)+1  

 

であるから 
 

� 𝑂𝑂�𝑡𝑡𝛼𝛼+𝛽𝛽(𝑁𝑁+1)�𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑅𝑅

0
= 𝑂𝑂 �

1
𝑘𝑘𝛼𝛼+𝛽𝛽(𝑁𝑁+1)+1� ,  𝑘𝑘 → ∞  

が成り立つ 7

 
。したがって 

𝐼𝐼1(𝑘𝑘) = � ��𝑎𝑎𝑛𝑛𝑡𝑡𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽
𝑁𝑁

𝑛𝑛=0

+ 𝑂𝑂�𝑡𝑡𝛼𝛼+𝛽𝛽(𝑁𝑁+1)�� 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑅𝑅

0
 

= �𝑎𝑎𝑛𝑛
Γ(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 + 1 )

𝑘𝑘𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+1

𝑁𝑁

𝑛𝑛=0

+ 𝑂𝑂 �
1

𝑘𝑘𝛼𝛼+𝛽𝛽(𝑁𝑁+1)+1� ,  𝑘𝑘 → ∞ 
 

である 8

 以上より、任意の 𝑁𝑁 ∈ ℕ に対して 
。 

 
𝐼𝐼(𝑘𝑘) = 𝐼𝐼1(𝑘𝑘) + 𝐼𝐼2(𝑘𝑘) = �𝑎𝑎𝑛𝑛

Γ(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 + 1 )
𝑘𝑘𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+1

𝑁𝑁

𝑛𝑛=0

+ 𝑂𝑂 �
1

𝑘𝑘𝛼𝛼+𝛽𝛽(𝑁𝑁+1)+1� ,  𝑘𝑘 → ∞  

が得られる。 
■ 
 
Proposition 3.（Laplace’s Method） 次の形の積分を考える： 
 

𝐼𝐼(𝑘𝑘) = � 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 (13) 

ただし 𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶5[𝑎𝑎,𝑏𝑏],𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶3[𝑎𝑎,𝑏𝑏] で 
 ∃𝑐𝑐 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏],  𝜙𝜙′(𝑐𝑐) = 0, 𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) > 0,𝑓𝑓(𝑐𝑐) ≠ 0 and 𝑡𝑡 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] ∖ {𝑐𝑐} ⇒ 𝜙𝜙′(𝑡𝑡) ≠ 0 (14) 
が成り立つものとする。そのとき 𝐼𝐼(𝑘𝑘) は 
 
 
                                                   
7 積分の分割点 𝑅𝑅 ∈ (0,𝑏𝑏) のとり方は任意であったから、𝑂𝑂�𝑡𝑡𝛼𝛼+𝛽𝛽(𝑁𝑁+1)� の評価における 𝛿𝛿 
に対して 𝑅𝑅 < 𝛿𝛿 が成り立つものとして良い。 
8 任意の 𝑛𝑛 ∈ ℕ に対して ∃𝐴𝐴,𝑀𝑀 > 0,𝑘𝑘 > 𝑀𝑀 ⇒ 𝑂𝑂�𝑒𝑒

−𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘
�/𝑘𝑘𝑛𝑛 ≤ 𝐴𝐴𝑘𝑘−1−𝑛𝑛𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝐴𝐴𝑀𝑀−1−𝑛𝑛𝑒𝑒−𝑀𝑀𝑀𝑀 

が成り立つから 𝑂𝑂 �𝑒𝑒
−𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘
� + 𝑂𝑂 � 1

𝑘𝑘𝛼𝛼+𝛽𝛽 (𝑁𝑁+1)+1� = 𝑂𝑂 � 1
𝑘𝑘𝛼𝛼+𝛽𝛽 (𝑁𝑁+1)+1� である。 



 𝑐𝑐 ∈ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) 

⇒ 𝐼𝐼(𝑘𝑘)~𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑐𝑐)�
2𝜋𝜋

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)𝑘𝑘
�𝑓𝑓(𝑐𝑐) +

1
2𝑘𝑘

�
𝑓𝑓′′ (𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)−

𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)
4[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 −

𝑓𝑓′(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2

�� 

                                                                       ��+
5𝑓𝑓(𝑐𝑐)[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

12[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 �+ 𝑂𝑂(𝑘𝑘−2)� ,  𝑘𝑘 → ∞,  

𝑐𝑐 ∈ {𝑎𝑎,𝑏𝑏} 

⇒ 𝐼𝐼(𝑘𝑘)~𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑐𝑐) ��
𝜋𝜋

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)𝑘𝑘
𝑓𝑓(𝑐𝑐)∓

1
𝑘𝑘
�
𝑓𝑓′(𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)−

𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
3[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2�+ 𝑂𝑂 �𝑘𝑘−

3
2�� , 

                                                                                                                                     𝑘𝑘 → ∞ 

(15) 

と漸近展開することができる。 
Proof 
 積分 𝐼𝐼(𝑘𝑘) を二つの和 
 

𝐼𝐼(𝑘𝑘) = 𝐼𝐼𝑎𝑎(𝑘𝑘) + 𝐼𝐼𝑏𝑏(𝑘𝑘),    𝐼𝐼𝑎𝑎(𝑘𝑘) = � 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐

𝑎𝑎
,   𝐼𝐼𝑏𝑏(𝑘𝑘) = � 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑐𝑐
  

に分割すると、(14)式の条件よりそれぞれの積分区間 [𝑎𝑎, 𝑐𝑐] および [𝑐𝑐,𝑏𝑏] において 𝜙𝜙(𝑡𝑡) 
はそれぞれ単調減少および単調増加である。 
 まず積分 𝐼𝐼𝑏𝑏  を考える。その積分区間 [𝑐𝑐,𝑏𝑏] において関数 𝜙𝜙: [𝑐𝑐, 𝑏𝑏] → ℝ は単調増加であ

るから、逆関数 𝜙𝜙−1: [𝜙𝜙(𝑐𝑐),𝜙𝜙(𝑏𝑏)] → [𝑐𝑐,𝑏𝑏] が存在し、したがって変数変換 
 𝜏𝜏 = 𝜙𝜙(𝑡𝑡)− 𝜙𝜙(𝑐𝑐),      𝑡𝑡 = 𝜙𝜙−1�𝜏𝜏 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)�  
を施すことができる： 
 

𝐼𝐼𝑏𝑏(𝑘𝑘) = � 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑐𝑐
 

= � 𝑓𝑓 �𝜙𝜙−1�𝜏𝜏 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)�� 𝑒𝑒−𝑘𝑘�𝜏𝜏+𝜙𝜙(𝑐𝑐)� 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜙𝜙′ �𝜙𝜙−1�𝜏𝜏 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��

𝜙𝜙(𝑏𝑏)−𝜙𝜙(𝑐𝑐)

0
 

= 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑐𝑐)�
𝑓𝑓 �𝜙𝜙−1�𝜏𝜏 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��

𝜙𝜙′ �𝜙𝜙−1�𝜏𝜏 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��
𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜙𝜙(𝑏𝑏)−𝜙𝜙(𝑐𝑐)

0
 

 

変数変換 𝜏𝜏(𝑡𝑡) = 𝜙𝜙(𝑡𝑡)− 𝜙𝜙(𝑐𝑐) を 𝑡𝑡 = 𝑐𝑐 のまわりで Taylor 級数展開すると 
 

𝜏𝜏(𝑡𝑡) = 𝜏𝜏(𝑐𝑐) + 𝜏𝜏′(𝑐𝑐)(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐) +
1
2
𝜏𝜏′′ (𝑐𝑐)(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)2 +

1
6
𝜏𝜏′′′ (𝑐𝑐)(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)3 

            +
1

24
𝜏𝜏(4)(𝑐𝑐)(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)4 + 𝑂𝑂((𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)5) 

  =
1
2
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)2 +

1
6
𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)3 +

1
24

𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)4 + 𝑂𝑂((𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)5),   𝑡𝑡 → 𝑐𝑐 

 



であるが、これに 𝑡𝑡 − 𝑐𝑐 の 𝜏𝜏 に関する漸近展開 9

 
 

𝑡𝑡 − 𝑐𝑐 = 𝐴𝐴𝜏𝜏𝛼𝛼 + 𝐵𝐵𝜏𝜏𝛽𝛽 + 𝐶𝐶𝜏𝜏𝛾𝛾 + 𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜂𝜂),  𝜏𝜏 → 0     (𝛼𝛼 < 𝛽𝛽 < 𝛾𝛾 < 𝜂𝜂)  
を代入すると 
 

𝜏𝜏 =
1
2
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)�𝐴𝐴𝜏𝜏𝛼𝛼 + 𝐵𝐵𝜏𝜏𝛽𝛽 + 𝐶𝐶𝜏𝜏𝛾𝛾 + 𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜂𝜂 )�2 +

1
6
𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)�𝐴𝐴𝜏𝜏𝛼𝛼 + 𝐵𝐵𝜏𝜏𝛽𝛽 + 𝐶𝐶𝜏𝜏𝛾𝛾 + 𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜂𝜂)�3 

       +
1

24
𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)�𝐴𝐴𝜏𝜏𝛼𝛼 + 𝐵𝐵𝜏𝜏𝛽𝛽 + 𝐶𝐶𝜏𝜏𝛾𝛾 + 𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜂𝜂 )�4 

       + 𝑂𝑂 ��𝐴𝐴𝜏𝜏𝛼𝛼 + 𝐵𝐵𝜏𝜏𝛽𝛽 + 𝐶𝐶𝜏𝜏𝛾𝛾 + 𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜂𝜂 )�5� ,  𝜏𝜏 → 0 

 

であるから 
 

1 = 2𝛼𝛼,   1 =
1
2
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)𝐴𝐴2,    

𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 = 3𝛼𝛼,   0 = 𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)𝐴𝐴𝐴𝐴 +
1
6
𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)𝐴𝐴3, 

𝛼𝛼 + 𝛾𝛾 = 2𝛽𝛽 = 2𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 = 4𝛼𝛼,  0 = 𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)𝐴𝐴𝐴𝐴 +
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)𝐵𝐵2

2
+
𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)𝐴𝐴2𝐵𝐵

2
+
𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)𝐴𝐴4

24
, 

⋯ 

 

すなわち 
 

𝛼𝛼 =
1
2

,  𝛽𝛽 = 1,  𝛾𝛾 =
3
2

 

𝐴𝐴 = �
2

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) ,        

𝐵𝐵 = −
𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
6𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) ⋅

2
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) = −

𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
3[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2, 

𝐶𝐶 = −�
1

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �
[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

18[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 −
[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

3[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 +
𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)

6[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2� 

= �
1

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �
5[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

18[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 −
𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)

6[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2� 

 

でなければならない 10

                                                   
9 𝑡𝑡 = 𝑐𝑐 ⇔ 𝜏𝜏 = 0 であるから漸近展開の定数項は０、したがって 𝛼𝛼,𝛽𝛽, 𝛾𝛾, 𝜂𝜂 ≠ 0 である。また 
𝑡𝑡 ∈ (𝑐𝑐, 𝑏𝑏) ⇔ 𝜏𝜏 ∈ �0,𝜙𝜙(𝑏𝑏)− 𝜙𝜙(𝑐𝑐)� であるから 𝐴𝐴 ≥ 0 である。 

。したがって、𝑡𝑡 − 𝑐𝑐 の 𝜏𝜏 に関する漸近展開は 

10 漸近展開の指数の条件より 2𝛼𝛼 < 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 < 2𝛽𝛽,𝛼𝛼 + 𝛾𝛾 および 3𝛼𝛼 < 2𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 < 𝛼𝛼 + 2𝛽𝛽, 2𝛼𝛼 +
𝛾𝛾 < ⋯ である。したがって、少なくとも二つ以上の項が釣り合うためには 2𝛼𝛼 = 1,𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 =
3𝛼𝛼 すなわち 𝛼𝛼 = 1/2,𝛽𝛽 = 1 でなければならず、その場合 2𝛽𝛽 = 2𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 = 4𝛼𝛼 = 2 である。



 
𝑡𝑡 − 𝑐𝑐 = �

2
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) 𝜏𝜏

1/2 −
𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)

3[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 𝜏𝜏 

               + �
1

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)�
5[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

18[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 −
𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)

6[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2� 𝜏𝜏
3/2 + 𝑂𝑂(𝜏𝜏4),  𝜏𝜏 → 0 

(16) 

と表される。また 1/(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐) の 𝜏𝜏 に関する漸近展開を 
 1

𝑡𝑡 − 𝑐𝑐
= 𝐴𝐴𝜏𝜏𝛼𝛼 + 𝐵𝐵𝜏𝜏𝛽𝛽 + 𝐶𝐶𝜏𝜏𝛾𝛾 + 𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜂𝜂),  𝜏𝜏 → 0     (𝛼𝛼 < 𝛽𝛽 < 𝛾𝛾 < 𝜂𝜂)  

とすると 
 1 = �𝐴𝐴𝜏𝜏𝛼𝛼 + 𝐵𝐵𝜏𝜏𝛽𝛽 + 𝐶𝐶𝜏𝜏𝛾𝛾 + 𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜂𝜂)� 

        ⋅ ��
2

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) 𝜏𝜏
1/2 −

𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
3[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 𝜏𝜏 + �

1
2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �

5[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

18[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 −
𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)

6[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2� 𝜏𝜏
3/2 � 

                                                                                                                         � + 𝑂𝑂(𝜏𝜏4)� ,  𝜏𝜏 → 0 

 

より 
 

0 = 𝛼𝛼 +
1
2

,  1 = 𝐴𝐴�
2

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) ,    

𝛼𝛼 + 1 = 𝛽𝛽 +
1
2

,  0 = −𝐴𝐴
𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)

3[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 + 𝐵𝐵�
2

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐), 

𝛼𝛼 +
3
2

= 𝛽𝛽 + 1 = 𝛾𝛾 +
1
2

, 

          0 = 𝐴𝐴�
1

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �
5[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

18[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 −
𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)

6[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2� − 𝐵𝐵
𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)

3[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 + 𝐶𝐶�
2

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) 

 

したがって 
 

𝛼𝛼 = −
1
2

,  𝛽𝛽 = 0,  𝛾𝛾 =
1
2

,  𝜂𝜂 ≥ 1  

                                                                                                                                                     
𝛾𝛾 に関しては、𝛼𝛼 + 𝛾𝛾 = 2𝛽𝛽 = 2𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 = 4𝛼𝛼 と 𝛼𝛼 + 𝛾𝛾 = 𝛼𝛼 + 2𝛽𝛽 = 3𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 の二つの可能性が

あり、それぞれ 𝛾𝛾 = 3/2 および 𝛾𝛾 = 2 であるが、後者の場合には 2 次の項は 2𝛽𝛽 次と 
2𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 次の項のみとなるから (1/2)𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)𝐵𝐵2 + (1/6)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐) ⋅ 3𝐴𝐴2𝐵𝐵 が成り立たなければな

らない。 



𝐴𝐴 = �𝜙𝜙
′′ (𝑐𝑐)
2

,   

𝐵𝐵 =
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)

2
⋅
𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)

3[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 =
𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
6𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐), 

𝐶𝐶 = −
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)

2
�

1
2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �

5[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

18[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 −
𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)

6[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2�+�𝜙𝜙
′′ (𝑐𝑐)
2

[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

18[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 

= −�
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)

2
[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

12[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 + �𝜙𝜙
′′ (𝑐𝑐)
2

𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)
12[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 

であるから 
 

1
𝑡𝑡 − 𝑐𝑐

= �𝜙𝜙
′′ (𝑐𝑐)
2

𝜏𝜏−1/2 +
𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
6𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) 

               +
1

12
�𝜙𝜙

′′ (𝑐𝑐)
2

�
𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)

[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 −
[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 � 𝜏𝜏
1/2 + 𝑂𝑂(𝜏𝜏1),  𝜏𝜏 → 0 

(17) 

となる。 
 一方、関数 𝑓𝑓(𝑡𝑡) と 𝜙𝜙′(𝑡𝑡) を 𝑡𝑡 = 𝑐𝑐 のまわりで Taylor 展開すると 
 

𝑓𝑓(𝑡𝑡) = 𝑓𝑓(𝑐𝑐) + (𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)𝑓𝑓′(𝑐𝑐) +
1
2

(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)2𝑓𝑓′′ (𝑐𝑐) + 𝑂𝑂((𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)3),  

𝜙𝜙′(𝑡𝑡) = (𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) +
1
2

(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)2𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐) +
1
6

(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)3𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐) + 𝑂𝑂((𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)4),  𝑡𝑡 → 𝑐𝑐 
 

であるから、𝑓𝑓(𝑡𝑡)/𝜙𝜙′(𝑡𝑡) の 𝑡𝑡 = 𝑐𝑐 のまわりの漸近展開 
 𝑓𝑓(𝑡𝑡)

𝜙𝜙′(𝑡𝑡)
= 𝐴𝐴(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)𝛼𝛼 + 𝐵𝐵(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)𝛽𝛽 + 𝐶𝐶(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)𝛾𝛾 + 𝑂𝑂((𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)𝜂𝜂), 

                                                                                                 𝜏𝜏 → 0     (𝛼𝛼 < 𝛽𝛽 < 𝛾𝛾 < 𝜂𝜂) 
 

において 
 

𝑓𝑓(𝑐𝑐) + (𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)𝑓𝑓′(𝑐𝑐) +
1
2

(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)2𝑓𝑓′′ (𝑐𝑐) + 𝑂𝑂((𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)3) 

   = �𝐴𝐴(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)𝛼𝛼 + 𝐵𝐵(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)𝛽𝛽 + 𝐶𝐶(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)𝛾𝛾 + 𝑂𝑂((𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)𝜂𝜂 )� 

          ⋅ �(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) +
1
2

(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)2𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐) +
1
6

(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)3𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐) + 𝑂𝑂((𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)4)� 

 

したがって 
 0 = 𝛼𝛼 + 1,  𝑓𝑓(𝑐𝑐) = 𝐴𝐴𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐),     



1 = 𝛼𝛼 + 2 = 𝛽𝛽 + 1,  𝑓𝑓′(𝑐𝑐) =
𝐴𝐴
2
𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐) + 𝐵𝐵𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐), 

2 = 𝛼𝛼 + 3 = 𝛽𝛽 + 2 = 𝛾𝛾 + 1,  
1
2
𝑓𝑓′′ (𝑐𝑐) =

𝐴𝐴
6
𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐) +

𝐵𝐵
2
𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐) + 𝐶𝐶𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐), 

3 = 𝛼𝛼 + 4 = 𝛽𝛽 + 3 = 𝛾𝛾 + 2 = 𝜂𝜂 + 1,  ⋯ 
すなわち 
 𝛼𝛼 = −1,  𝛽𝛽 = 0,  𝛾𝛾 = 1,  𝜂𝜂 = 2, 

𝐴𝐴 =
𝑓𝑓(𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) ,   

𝐵𝐵 =
1

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �𝑓𝑓
′(𝑐𝑐)−

𝐴𝐴
2
𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)� =

1
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �𝑓𝑓

′(𝑐𝑐)−
𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �, 

𝐶𝐶 =
1

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �
1
2
𝑓𝑓′′ (𝑐𝑐) −

𝐴𝐴
6
𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)−

𝐵𝐵
2
𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)� 

=
1

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �
1
2
𝑓𝑓′′ (𝑐𝑐) −

𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)
6𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) −

𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �𝑓𝑓

′(𝑐𝑐)−
𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �� 

 

が成り立たなければならない 11

 
。故に 𝑓𝑓(𝑡𝑡)/𝜙𝜙′(𝑡𝑡) の 𝑡𝑡 = 𝑐𝑐 のまわりの漸近展開は 

𝑓𝑓(𝑡𝑡)
𝜙𝜙′(𝑡𝑡)

=
𝑓𝑓(𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)

(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)−1 +
1

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �𝑓𝑓
′(𝑐𝑐)−

𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) � 

          +
1

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �
1
2
𝑓𝑓′′ (𝑐𝑐) −

𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)
6𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) −

𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �𝑓𝑓

′(𝑐𝑐)−
𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �� (𝑡𝑡 − 𝑐𝑐) 

          + 𝑂𝑂((𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)2),  𝑡𝑡 → 𝑐𝑐 

 

と表されるが、𝑡𝑡 − 𝑐𝑐 と 1/(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐) の 𝜏𝜏 に関する漸近展開（(16)式と(17)式）より 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                   
11 例えば 0 = 𝛼𝛼 + 1,  𝑓𝑓(𝑐𝑐) = 𝐴𝐴𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐),  1 = 𝛼𝛼 + 2,  𝑓𝑓′(𝑐𝑐) = 𝐴𝐴

2
𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐) となって 𝛽𝛽 + 1 ≥ 2 とな

る可能性等が考えられるが、そのときには関数 𝑓𝑓(𝑡𝑡) と 𝜙𝜙′(𝑡𝑡) の間に 𝑓𝑓(𝑐𝑐)/𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) =
2𝑓𝑓′(𝑐𝑐)/𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐) なる関係が成り立たなければならない。その場合０次の項は０になる。 



 
𝑓𝑓 �𝜙𝜙−1�𝜏𝜏 − 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��

𝜙𝜙′ �𝜙𝜙−1�𝜏𝜏 − 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��
 

  =
𝑓𝑓(𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �

�𝜙𝜙
′′ (𝑐𝑐)
2

𝜏𝜏−
1
2 +

𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
6𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) +

1
12

�𝜙𝜙
′′ (𝑐𝑐)
2

�
𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)

[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 −
[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 � 𝜏𝜏
1
2 + 𝑂𝑂(𝜏𝜏)� 

       +
1

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �𝑓𝑓
′(𝑐𝑐)−

𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) � 

       +
1

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �
1
2
𝑓𝑓′′ (𝑐𝑐)−

𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)
6𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) −

𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �𝑓𝑓

′(𝑐𝑐)−
𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �� 

                         ⋅ ��
2

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) 𝜏𝜏
1/2 + 𝑂𝑂(𝜏𝜏)� 

       + 𝑂𝑂(𝜏𝜏) 
  = 𝑎𝑎0𝜏𝜏−1/2 + 𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2𝜏𝜏1/2 + 𝑂𝑂(𝜏𝜏) 

= 𝜏𝜏−1/2�𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝜏𝜏1/2 + 𝑎𝑎2𝜏𝜏 + 𝑂𝑂(𝜏𝜏3/2)�,  𝜏𝜏 → 0 

 

ただし 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

𝑎𝑎0 =
𝑓𝑓(𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)

�𝜙𝜙
′′ (𝑐𝑐)
2

=
𝑓𝑓(𝑐𝑐)

�2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)
,    

𝑎𝑎1 =
𝑓𝑓(𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) ⋅

𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
6𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) +

1
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �𝑓𝑓

′(𝑐𝑐)−
𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) � =
𝑓𝑓′(𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)−

𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
3[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 ,    

𝑎𝑎2 =
𝑓𝑓(𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) ⋅

1
12

�𝜙𝜙
′′ (𝑐𝑐)
2

�
𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)

[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 −
[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 � 

     + �
2

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) ⋅
1

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �
1
2
𝑓𝑓′′ (𝑐𝑐)−

𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)
6𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) −

𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �𝑓𝑓

′(𝑐𝑐)−
𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �� 

=
1

12
�

1
2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �

𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)
[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 −

𝑓𝑓(𝑐𝑐)[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 � 

     + 2�
1

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �
𝑓𝑓′′ (𝑐𝑐)

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)−
𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)
6[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 −

𝑓𝑓′(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
2[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 +

𝑓𝑓(𝑐𝑐)[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

4[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 � 

= �
1

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �
𝑓𝑓′′ (𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)−

𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)
4[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 −

𝑓𝑓′(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 +

5𝑓𝑓(𝑐𝑐)[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

12[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 � 

 

が得られる。 
 以上をまとめると、積分 𝐼𝐼𝑏𝑏  は 
 

𝐼𝐼𝑏𝑏(𝑘𝑘) = 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑐𝑐)� 𝐹𝐹(𝜏𝜏)𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜙𝜙(𝑏𝑏)−𝜙𝜙(𝑐𝑐)

0
  

と表され、関数 𝐹𝐹: [0,𝜙𝜙(𝑏𝑏)− 𝜙𝜙(𝑐𝑐)] → ℝ は 
 

𝐹𝐹(𝜏𝜏) =
𝑓𝑓 �𝜙𝜙−1�𝜏𝜏 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��

𝜙𝜙′ �𝜙𝜙−1�𝜏𝜏 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��
= 𝜏𝜏𝛼𝛼�𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝜏𝜏𝛽𝛽 + 𝑎𝑎2𝜏𝜏2𝛽𝛽 + 𝑂𝑂�𝜏𝜏3𝛽𝛽��,  𝜏𝜏 → 0  

ただし 
 

𝛼𝛼 = −
1
2

,   𝛽𝛽 =
1
2

, 

𝑎𝑎0 =
𝑓𝑓(𝑐𝑐)

�2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)
,   𝑎𝑎1 =

𝑓𝑓′(𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)−

𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
3[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 , 

𝑎𝑎2 = �
1

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �
𝑓𝑓′′ (𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)−

𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)
4[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 −

𝑓𝑓′(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 +

5𝑓𝑓(𝑐𝑐)[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

12[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 � 

 



と漸近展開される。したがって Watson’s Lemma より 
 

𝐼𝐼𝑏𝑏(𝑘𝑘) = 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑐𝑐) �
𝑎𝑎0Γ(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 ⋅ 0 + 1)

𝑘𝑘(𝛼𝛼+𝛽𝛽⋅0+1) +
𝑎𝑎1Γ(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 ⋅ 1 + 1)

𝑘𝑘(𝛼𝛼+𝛽𝛽⋅1+1) +
𝑎𝑎2Γ(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 ⋅ 2 + 1)

𝑘𝑘(𝛼𝛼+𝛽𝛽⋅2+1)
� 

                                �+𝑂𝑂 �
1

𝑘𝑘(𝛼𝛼+𝛽𝛽⋅3+1)�� 

  = 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑐𝑐) �
𝑎𝑎0Γ(1/2)
𝑘𝑘1/2 +

𝑎𝑎1Γ(1)
𝑘𝑘

+
𝑎𝑎2Γ(3/2)
𝑘𝑘3/2 + 𝑂𝑂 �

1
𝑘𝑘2�� 

  = 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑐𝑐) ��
𝜋𝜋

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)𝑘𝑘
𝑓𝑓(𝑐𝑐) +

1
𝑘𝑘
�
𝑓𝑓′(𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)−

𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
3[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2�� 

                      + �
𝜋𝜋

8𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)𝑘𝑘3 �
𝑓𝑓′′ (𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)−

𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)
4[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 −

𝑓𝑓′(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 +

5𝑓𝑓(𝑐𝑐)[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

12[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 � 

                 � + 𝑂𝑂(𝑘𝑘−2)� ,  𝑘𝑘 → ∞ 

 

が得られる 12

 一方 𝐼𝐼𝑎𝑎  の場合には、その積分区間 [𝑎𝑎, 𝑐𝑐] において関数 𝜙𝜙: [𝑎𝑎, 𝑐𝑐] → ℝ は単調減少である

から、同様に逆関数 𝜙𝜙−1: [𝜙𝜙(𝑐𝑐),𝜙𝜙(𝑎𝑎)] → [𝑎𝑎, 𝑐𝑐] が存在し、したがって変数変換 

。 

 𝜏𝜏 = 𝜙𝜙(𝑡𝑡)− 𝜙𝜙(𝑐𝑐),      𝑡𝑡 = 𝜙𝜙−1�𝜏𝜏 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)�  
を施すことができる： 
 

𝐼𝐼𝑎𝑎(𝑘𝑘) = � 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐

𝑎𝑎
 

= � 𝑓𝑓 �𝜙𝜙−1�𝜏𝜏 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)�� 𝑒𝑒−𝑘𝑘�𝜏𝜏+𝜙𝜙(𝑐𝑐)� 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜙𝜙′ �𝜙𝜙−1�𝜏𝜏 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��

0

𝜙𝜙(𝑎𝑎)−𝜙𝜙(𝑐𝑐)
 

= −𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑐𝑐)�
𝑓𝑓 �𝜙𝜙−1�𝜏𝜏 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��

𝜙𝜙′ �𝜙𝜙−1�𝜏𝜏 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��
𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜙𝜙(𝑎𝑎)−𝜙𝜙(𝑐𝑐)

0
 

 

変数変換 𝜏𝜏(𝑡𝑡) = 𝜙𝜙(𝑡𝑡)− 𝜙𝜙(𝑐𝑐) の 𝑡𝑡 = 𝑐𝑐 のまわりの Taylor 展開 
 

𝜏𝜏(𝑡𝑡) =
1
2
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)2 +

1
6
𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)3 +

1
24

𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)4 + 𝑂𝑂((𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)5)  

                                                   
12 ただし 
  Γ(1/2) = ∫ 𝑡𝑡

1
2−1𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑∞

0 = ∫ 𝜏𝜏−1𝑒𝑒−𝜏𝜏2 ⋅ 2𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏∞
0 = ∫ 𝑒𝑒−𝜏𝜏2𝑑𝑑𝑑𝑑∞

−∞ = √𝜋𝜋 
  Γ(1) = ∫ 𝑡𝑡1−1𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑∞

0 = ∫ 𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑∞
0 = [−𝑒𝑒−𝑡𝑡]0

∞ = 1 

  Γ(3/2) = ∫ 𝑡𝑡
3
2−1𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑∞

0 = ∫ 𝑡𝑡
1
2𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑∞

0 = �𝑡𝑡
1
2(−𝑒𝑒−𝑡𝑡)�

0

∞
− ∫ 1

2
𝑡𝑡−

1
2

∞
0 (−𝑒𝑒−𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 

        = (1/2)∫ 𝑡𝑡−
1
2𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑∞

0 = Γ(1/2)/2 = √𝜋𝜋/2 
である。 



に 𝑡𝑡 − 𝑐𝑐 の 𝜏𝜏 に関する漸近展開 13

 
 

𝑡𝑡 − 𝑐𝑐 = 𝐴𝐴𝜏𝜏𝛼𝛼 + 𝐵𝐵𝜏𝜏𝛽𝛽 + 𝐶𝐶𝜏𝜏𝛾𝛾 + 𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜂𝜂),  𝜏𝜏 → 0     (𝛼𝛼 < 𝛽𝛽 < 𝛾𝛾 < 𝜂𝜂)  
を代入すると 
 

𝜏𝜏 =
1
2
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)�𝐴𝐴𝜏𝜏𝛼𝛼 + 𝐵𝐵𝜏𝜏𝛽𝛽 + 𝐶𝐶𝜏𝜏𝛾𝛾 + 𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜂𝜂 )�2 +

1
6
𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)�𝐴𝐴𝜏𝜏𝛼𝛼 + 𝐵𝐵𝜏𝜏𝛽𝛽 + 𝐶𝐶𝜏𝜏𝛾𝛾 + 𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜂𝜂)�3 

       +
1

24
𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)�𝐴𝐴𝜏𝜏𝛼𝛼 + 𝐵𝐵𝜏𝜏𝛽𝛽 + 𝐶𝐶𝜏𝜏𝛾𝛾 + 𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜂𝜂 )�4 

       + 𝑂𝑂 ��𝐴𝐴𝜏𝜏𝛼𝛼 + 𝐵𝐵𝜏𝜏𝛽𝛽 + 𝐶𝐶𝜏𝜏𝛾𝛾 + 𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜂𝜂 )�5� ,  𝜏𝜏 → 0 

 

であるから 
 

1 = 2𝛼𝛼,   1 =
1
2
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)𝐴𝐴2,    

𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 = 3𝛼𝛼,   0 = 𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)𝐴𝐴𝐴𝐴 +
1
6
𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)𝐴𝐴3, 

𝛼𝛼 + 𝛾𝛾 = 2𝛽𝛽 = 2𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 = 4𝛼𝛼,  0 = 𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)𝐴𝐴𝐴𝐴 +
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)𝐵𝐵2

2
+
𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)𝐴𝐴2𝐵𝐵

2
+
𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)𝐴𝐴4

24
, 

⋯ 

 

すなわち 
 

𝛼𝛼 =
1
2

,  𝛽𝛽 = 1,  𝛾𝛾 =
3
2

 

𝐴𝐴 = −�
2

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) ,        

𝐵𝐵 = −
𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
6𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) ⋅

2
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) = −

𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
3[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2, 

𝐶𝐶 = �
1

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �
[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

18[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 −
[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

3[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 +
𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)

6[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2� 

= −�
1

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �
5[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

18[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 −
𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)

6[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2� 

 

でなければならない 14

                                                   
13 𝑡𝑡 = 𝑐𝑐 ⇔ 𝜏𝜏 = 0 であるから漸近展開の定数項は０、したがって 𝛼𝛼,𝛽𝛽, 𝛾𝛾, 𝜂𝜂 ≠ 0 である。ま

た 𝑡𝑡 ∈ (𝑎𝑎, 𝑐𝑐) ⇔ 𝜏𝜏 ∈ �0,𝜙𝜙(𝑎𝑎)− 𝜙𝜙(𝑐𝑐)� であるから 𝐴𝐴 ≤ 0 である。 

。したがって、𝑡𝑡 − 𝑐𝑐 の 𝜏𝜏 に関する漸近展開は 

14 𝐼𝐼𝑏𝑏  のときの係数を 𝐴𝐴𝑏𝑏 ,𝐵𝐵𝑏𝑏 ,𝐶𝐶𝑏𝑏、𝐼𝐼𝑎𝑎  のときの係数を 𝐴𝐴𝑎𝑎 ,𝐵𝐵𝑎𝑎 ,𝐶𝐶𝑎𝑎  とすると 
  𝐴𝐴𝑎𝑎 = −𝐴𝐴𝑏𝑏 ,𝐵𝐵𝑎𝑎 = 𝐵𝐵𝑏𝑏 ,𝐶𝐶𝑎𝑎 = −𝐶𝐶𝑏𝑏  
である。 



 
𝑡𝑡 − 𝑐𝑐 = −�

2
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) 𝜏𝜏

1/2 −
𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)

3[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 𝜏𝜏 

               −�
1

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)�
5[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

18[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 −
𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)

6[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2� 𝜏𝜏
3/2 + 𝑂𝑂(𝜏𝜏4),  𝜏𝜏 → 0 

(18) 

と表される。また 1/(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐) の 𝜏𝜏 に関する漸近展開を 
 1

𝑡𝑡 − 𝑐𝑐
= 𝐴𝐴𝜏𝜏𝛼𝛼 + 𝐵𝐵𝜏𝜏𝛽𝛽 + 𝐶𝐶𝜏𝜏𝛾𝛾 + 𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜂𝜂),  𝜏𝜏 → 0     (𝛼𝛼 < 𝛽𝛽 < 𝛾𝛾 < 𝜂𝜂)  

とすると 
 1 = �𝐴𝐴𝜏𝜏𝛼𝛼 + 𝐵𝐵𝜏𝜏𝛽𝛽 + 𝐶𝐶𝜏𝜏𝛾𝛾 + 𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜂𝜂)� 

        ⋅ �−�
2

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) 𝜏𝜏
1/2 −

𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
3[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 𝜏𝜏 − �

1
2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �

5[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

18[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 −
𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)

6[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2� 𝜏𝜏
3/2 � 

                                                                                                                         � + 𝑂𝑂(𝜏𝜏4)� ,  𝜏𝜏 → 0 

 

より 
 

0 = 𝛼𝛼 +
1
2

,  1 = −𝐴𝐴�
2

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) ,    

𝛼𝛼 + 1 = 𝛽𝛽 +
1
2

,  0 = −𝐴𝐴
𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)

3[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 − 𝐵𝐵�
2

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐), 

𝛼𝛼 +
3
2

= 𝛽𝛽 + 1 = 𝛾𝛾 +
1
2

, 

          0 = −𝐴𝐴�
1

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �
5[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

18[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 −
𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)

6[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2� − 𝐵𝐵
𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)

3[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 − 𝐶𝐶�
2

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) 

 

したがって 
 

𝛼𝛼 = −
1
2

,  𝛽𝛽 = 0,  𝛾𝛾 =
1
2

,  𝜂𝜂 ≥ 1 

𝐴𝐴 = −�
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)

2
,   

𝐵𝐵 =
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)

2
⋅
𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)

3[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 =
𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
6𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐), 

 



𝐶𝐶 =
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)

2
�

1
2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �

5[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

18[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 −
𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)

6[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2� − �𝜙𝜙
′′ (𝑐𝑐)
2

[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

18[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 

= �𝜙𝜙
′′ (𝑐𝑐)
2

[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

12[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 −�𝜙𝜙
′′ (𝑐𝑐)
2

𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)
12[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 

である 15

 
から 

1
𝑡𝑡 − 𝑐𝑐

= −�
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)

2
𝜏𝜏−1/2 +

𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
6𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) 

               −
1

12
�𝜙𝜙

′′ (𝑐𝑐)
2

�
𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)

[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 −
[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 � 𝜏𝜏
1/2 + 𝑂𝑂(𝜏𝜏1),  𝜏𝜏 → 0 

(19) 

となる。 
 一方、𝐼𝐼𝑏𝑏  のときと全く同様に 𝑓𝑓(𝑡𝑡)/𝜙𝜙′(𝑡𝑡) の 𝑡𝑡 = 𝑐𝑐 のまわりの漸近展開は 
 𝑓𝑓(𝑡𝑡)

𝜙𝜙′(𝑡𝑡)
=

𝑓𝑓(𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)

(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)−1 +
1

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �𝑓𝑓
′(𝑐𝑐)−

𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) � 

          +
1

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �
1
2
𝑓𝑓′′ (𝑐𝑐) −

𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)
6𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) −

𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �𝑓𝑓

′(𝑐𝑐)−
𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �� (𝑡𝑡 − 𝑐𝑐) 

          + 𝑂𝑂((𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)2),  𝑡𝑡 → 𝑐𝑐 

 

と表されるから、𝑡𝑡 − 𝑐𝑐 と 1/(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐) の 𝜏𝜏 に関する漸近展開（(18)式と(19)式）より 
  

                                                   
15 𝑡𝑡 − 𝑐𝑐 の場合と同様に、𝐼𝐼𝑏𝑏  のときの係数を 𝐴𝐴𝑏𝑏 ,𝐵𝐵𝑏𝑏 ,𝐶𝐶𝑏𝑏、𝐼𝐼𝑎𝑎  のときの係数を 𝐴𝐴𝑎𝑎 ,𝐵𝐵𝑎𝑎 ,𝐶𝐶𝑎𝑎  とす

ると 
  𝐴𝐴𝑎𝑎 = −𝐴𝐴𝑏𝑏 ,𝐵𝐵𝑎𝑎 = 𝐵𝐵𝑏𝑏 ,𝐶𝐶𝑎𝑎 = −𝐶𝐶𝑏𝑏  
が成り立つ。 



 
𝑓𝑓 �𝜙𝜙−1�𝜏𝜏 − 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��

𝜙𝜙′ �𝜙𝜙−1�𝜏𝜏 − 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��
 

  =
𝑓𝑓(𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �−

�𝜙𝜙
′′ (𝑐𝑐)
2

𝜏𝜏−
1
2 +

𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
6𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)−

1
12

�𝜙𝜙
′′ (𝑐𝑐)
2

�
𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)

[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 −
[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 � 𝜏𝜏
1
2

+ 𝑂𝑂(𝜏𝜏)� 

       +
1

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �𝑓𝑓
′(𝑐𝑐)−

𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) � 

       +
1

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �
1
2
𝑓𝑓′′ (𝑐𝑐)−

𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)
6𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) −

𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �𝑓𝑓

′(𝑐𝑐)−
𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �� 

                         ⋅ �−�
2

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) 𝜏𝜏
1/2 + 𝑂𝑂(𝜏𝜏)� 

       + 𝑂𝑂(𝜏𝜏) 
  = 𝑎𝑎0𝜏𝜏−1/2 + 𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2𝜏𝜏1/2 + 𝑂𝑂(𝜏𝜏) 

= 𝜏𝜏−1/2�𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝜏𝜏1/2 + 𝑎𝑎2𝜏𝜏 + 𝑂𝑂(𝜏𝜏3/2)�,  𝜏𝜏 → 0 

 

ただし 
  



 

𝑎𝑎0 = −
𝑓𝑓(𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)

�𝜙𝜙
′′ (𝑐𝑐)
2

= −
𝑓𝑓(𝑐𝑐)

�2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)
,    

𝑎𝑎1 =
𝑓𝑓(𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) ⋅

𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
6𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) +

1
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �𝑓𝑓

′(𝑐𝑐)−
𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) � =
𝑓𝑓′(𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)−

𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
3[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 ,    

𝑎𝑎2 = −
𝑓𝑓(𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) ⋅

1
12

�𝜙𝜙
′′ (𝑐𝑐)
2

�
𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)

[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 −
[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 � 

     −�
2

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) ⋅
1

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �
1
2
𝑓𝑓′′ (𝑐𝑐)−

𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)
6𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) −

𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �𝑓𝑓

′(𝑐𝑐)−
𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �� 

= −
1

12
�

1
2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �

𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)
[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 −

𝑓𝑓(𝑐𝑐)[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 � 

     − 2�
1

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �
𝑓𝑓′′ (𝑐𝑐)

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)−
𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)
6[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 −

𝑓𝑓′(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
2[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 +

𝑓𝑓(𝑐𝑐)[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

4[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 � 

= −�
1

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �
𝑓𝑓′′ (𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)−

𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)
4[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 −

𝑓𝑓′(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 +

5𝑓𝑓(𝑐𝑐)[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

12[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 � 
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 以上をまとめると、積分 𝐼𝐼𝑎𝑎  は 
。 

 
𝐼𝐼𝑎𝑎(𝑘𝑘) = −𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑐𝑐)� 𝐹𝐹(𝜏𝜏)𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜙𝜙(𝑎𝑎)−𝜙𝜙(𝑐𝑐)

0
  

と表され、関数 𝐹𝐹: [0,𝜙𝜙(𝑎𝑎)− 𝜙𝜙(𝑐𝑐)] → ℝ は 
 

𝐹𝐹(𝜏𝜏) =
𝑓𝑓 �𝜙𝜙−1�𝜏𝜏 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��

𝜙𝜙′ �𝜙𝜙−1�𝜏𝜏 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��
= 𝜏𝜏𝛼𝛼�𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝜏𝜏𝛽𝛽 + 𝑎𝑎2𝜏𝜏2𝛽𝛽 + 𝑂𝑂�𝜏𝜏3𝛽𝛽��,  𝜏𝜏 → 0  

ただし 
 

𝛼𝛼 = −
1
2

,   𝛽𝛽 =
1
2

, 

𝑎𝑎0 = −
𝑓𝑓(𝑐𝑐)

�2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)
,   𝑎𝑎1 =

𝑓𝑓′(𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)−

𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
3[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 , 

 

                                                   
16 𝐼𝐼𝑏𝑏  のときの係数を 𝑎𝑎0𝑏𝑏 ,𝑎𝑎1𝑏𝑏 ,𝑎𝑎2𝑏𝑏、𝐼𝐼𝑎𝑎  のときの係数を 𝑎𝑎0𝑎𝑎 ,𝑎𝑎1𝑎𝑎 ,𝑎𝑎2𝑎𝑎  とすると 
  𝑎𝑎0𝑎𝑎 = −𝑎𝑎0𝑏𝑏 ,𝑎𝑎1𝑎𝑎 = 𝑎𝑎1𝑏𝑏 ,𝑎𝑎2𝑎𝑎 = −𝑎𝑎2𝑏𝑏  
である。 



𝑎𝑎2 = −�
1

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �
𝑓𝑓′′ (𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)−

𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)
4[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 −

𝑓𝑓′(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 +

5𝑓𝑓(𝑐𝑐)[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

12[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 � 

と漸近展開される。したがって Watson’s Lemma より 
 

𝐼𝐼𝑏𝑏(𝑘𝑘) = −𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑐𝑐) �
𝑎𝑎0Γ(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 ⋅ 0 + 1)

𝑘𝑘(𝛼𝛼+𝛽𝛽⋅0+1) +
𝑎𝑎1Γ(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 ⋅ 1 + 1)

𝑘𝑘(𝛼𝛼+𝛽𝛽⋅1+1) +
𝑎𝑎2Γ(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 ⋅ 2 + 1)

𝑘𝑘(𝛼𝛼+𝛽𝛽⋅2+1)
� 

                                   �+𝑂𝑂 �
1

𝑘𝑘(𝛼𝛼+𝛽𝛽⋅3+1)�� 

  = −𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑐𝑐) �
𝑎𝑎0Γ(1/2)
𝑘𝑘1/2 +

𝑎𝑎1Γ(1)
𝑘𝑘

+
𝑎𝑎2Γ(3/2)
𝑘𝑘3/2 + 𝑂𝑂 �

1
𝑘𝑘2�� 

  = 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑐𝑐) ��
𝜋𝜋

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)𝑘𝑘
𝑓𝑓(𝑐𝑐)−

1
𝑘𝑘
�
𝑓𝑓′(𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)−

𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
3[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2�� 

                      + �
𝜋𝜋

8𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)𝑘𝑘3 �
𝑓𝑓′′ (𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)−

𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)
4[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 −

𝑓𝑓′(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 +

5𝑓𝑓(𝑐𝑐)[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

12[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 � 

                 � + 𝑂𝑂(𝑘𝑘−2)� ,  𝑘𝑘 → ∞ 
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 以上より 
。 

  

                                                   
17 ただし 
  Γ(1/2) = ∫ 𝑡𝑡

1
2−1𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑∞

0 = ∫ 𝜏𝜏−1𝑒𝑒−𝜏𝜏2 ⋅ 2𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏∞
0 = ∫ 𝑒𝑒−𝜏𝜏2𝑑𝑑𝑑𝑑∞

−∞ = √𝜋𝜋 
  Γ(1) = ∫ 𝑡𝑡1−1𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑∞

0 = ∫ 𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑∞
0 = [−𝑒𝑒−𝑡𝑡]0

∞ = 1 

  Γ(3/2) = ∫ 𝑡𝑡
3
2−1𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑∞

0 = ∫ 𝑡𝑡
1
2𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑∞

0 = �𝑡𝑡
1
2(−𝑒𝑒−𝑡𝑡)�

0

∞
− ∫ 1

2
𝑡𝑡−

1
2

∞
0 (−𝑒𝑒−𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 

        = (1/2)∫ 𝑡𝑡−
1
2𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑∞

0 = Γ(1/2)/2 = √𝜋𝜋/2 
である。 



 𝐼𝐼(𝑘𝑘) = 𝐼𝐼𝑎𝑎(𝑘𝑘) + 𝐼𝐼𝑏𝑏(𝑘𝑘) 

= 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑐𝑐) �2�
𝜋𝜋

2𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)𝑘𝑘
𝑓𝑓(𝑐𝑐) � 

                             + 2�
𝜋𝜋

8𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)𝑘𝑘3 �
𝑓𝑓′′ (𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)−

𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)
4[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 −

𝑓𝑓′(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2

� 

                                                         � �+
5𝑓𝑓(𝑐𝑐)[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

12[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 �+ 𝑂𝑂(𝑘𝑘−2)� 

= 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑐𝑐)�
2𝜋𝜋

𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)𝑘𝑘
�𝑓𝑓(𝑐𝑐) +

1
2𝑘𝑘

�
𝑓𝑓′′ (𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)−

𝑓𝑓(𝑐𝑐)𝜙𝜙(4)(𝑐𝑐)
4[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2 −

𝑓𝑓′(𝑐𝑐)𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)
[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]2

�� 

                                                                      ��+
5𝑓𝑓(𝑐𝑐)[𝜙𝜙′′′ (𝑐𝑐)]2

12[𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)]3 �+ 𝑂𝑂(𝑘𝑘−2)� ,  𝑘𝑘 → ∞ 

 

が成り立つ。 
■ 
 
  



(2) Stationary phase method 
 
Proposition 4.（Analog of Watson’s Lemma） 次の形の積分を考える： 
 

𝐼𝐼(𝑘𝑘) = � 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

0
     (𝑏𝑏 > 0 or 𝑏𝑏 = ∞,  𝜇𝜇 = ±1) (20) 

ただし 
 𝑓𝑓(𝑡𝑡) = 𝑡𝑡𝛼𝛼𝑔𝑔(𝑡𝑡)   (−1 < 𝛼𝛼 ≤ 0) (21) 
と表すことができ、𝑔𝑔 ∈ 𝐶𝐶𝑁𝑁[0,𝑏𝑏] で ∀𝑛𝑛 ∈ {0,1, … ,𝑁𝑁}, 𝑔𝑔(𝑛𝑛)(𝑏𝑏) = 0 となる（𝑏𝑏 = ∞ のときに

は 𝑔𝑔 ∈ 𝐶𝐶∞[0,∞) で ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, lim𝑡𝑡→∞ 𝑔𝑔(𝑛𝑛)(𝑡𝑡) = 0 である）ものとする。そのとき 
 𝐼𝐼(𝑘𝑘) = −𝐴𝐴𝑁𝑁(𝑘𝑘) + 𝑂𝑂(𝑘𝑘−𝑁𝑁),   𝑘𝑘 → ∞ (22) 
が成り立つ。ただし 
 

𝐴𝐴𝑁𝑁(𝑘𝑘) = −� 𝑒𝑒
𝑖𝑖𝑖𝑖
2 𝜇𝜇(𝑛𝑛+𝛼𝛼+1) Γ(𝑛𝑛 + 𝛼𝛼 + 1)

𝑛𝑛!
𝑔𝑔(𝑛𝑛)(0)𝑘𝑘−(𝑛𝑛+𝛼𝛼+1)

𝑁𝑁−1

𝑛𝑛=0

 (23) 

である 18

Proof 
。 

 関数 ℎ0,ℎ−𝑛𝑛−1 ∶ (0,∞) → ℂ (𝑛𝑛 = 0,1, … ,𝑁𝑁 − 1) を 
 ℎ0(𝑡𝑡) = 𝑡𝑡𝛼𝛼𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖  

ℎ−𝑛𝑛−1(𝑡𝑡) =
(−1)𝑛𝑛+1

𝑛𝑛!
� (𝑧𝑧 − 𝑡𝑡)𝑛𝑛𝑧𝑧𝛼𝛼𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑖𝑖𝑖𝑖∞

𝑡𝑡
     (𝑛𝑛 = 0,1, … ,𝑁𝑁 − 1) 

(24) 

と定義する。ここで積分路は 0 ≤ | arg 𝑧𝑧 | ≤ 𝜋𝜋/2 となるようにとる。そのとき(45)式第 2 式

の積分は絶対収束する。実際、積分路を 𝑧𝑧 = 𝑡𝑡 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝜎𝜎 ≥ 0 ととると、𝑡𝑡 > 0, − 1 < 𝛼𝛼 ≤ 0 に
対して |𝑧𝑧| = |𝑡𝑡 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖| ≥ 𝑡𝑡 すなわち |𝑧𝑧|𝛼𝛼 = |𝑡𝑡 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖|𝛼𝛼 ≤ 𝑡𝑡𝛼𝛼  であるから、𝑘𝑘 > 0 において 
 

|ℎ−𝑛𝑛−1(𝑡𝑡)| ≤
1
𝑛𝑛!
� |𝑧𝑧 − 𝑡𝑡|𝑛𝑛 |𝑧𝑧|𝛼𝛼�𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 �|𝑑𝑑𝑑𝑑|
𝑡𝑡+𝑖𝑖𝑖𝑖∞

𝑡𝑡
 

≤
1
𝑛𝑛!
� |𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖|𝑛𝑛 |𝑡𝑡 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖|𝛼𝛼�𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑡𝑡+𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 )�𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

0
 

=
𝑡𝑡𝛼𝛼

𝑛𝑛!
� 𝜎𝜎𝑛𝑛𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

0
=
𝑡𝑡𝛼𝛼

𝑛𝑛!
��𝜎𝜎𝑛𝑛

𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘

−𝑘𝑘
�

0

∞

−
𝑛𝑛
−𝑘𝑘

� 𝜎𝜎𝑛𝑛−1𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

0
� = ⋯ 

=
𝑡𝑡𝛼𝛼

𝑛𝑛!
⋅
𝑛𝑛!
𝑘𝑘𝑛𝑛

� 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

0
=

𝑡𝑡𝛼𝛼

𝑘𝑘𝑛𝑛+1 

(25) 

が成り立つ 19

                                                   
18 特に 𝑁𝑁 = 1 の場合には 

。この関数 ℎ0,ℎ−1, … , ℎ−𝑁𝑁 について 

  𝐴𝐴1(𝑘𝑘) = −𝑒𝑒
𝑖𝑖𝑖𝑖
2 𝜇𝜇(𝛼𝛼+1)Γ(𝛼𝛼 + 1)𝜙𝜙(0)𝑘𝑘−(𝛼𝛼+1) 

より 
  𝐼𝐼(𝑘𝑘) = 𝑒𝑒

𝑖𝑖𝑖𝑖
2 𝜇𝜇(𝛼𝛼+1)Γ(𝛼𝛼 + 1)𝜙𝜙(0)𝑘𝑘−(𝛼𝛼+1) + 𝑂𝑂(𝑘𝑘−1),   𝑘𝑘 → ∞ 

である。 



 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
ℎ−𝑛𝑛−1(𝑡𝑡) 

   =
(−1)𝑛𝑛+1

𝑛𝑛!
�−�(𝑧𝑧 − 𝑡𝑡)𝑛𝑛𝑧𝑧𝛼𝛼𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 �𝑧𝑧=𝑡𝑡 + �

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑧𝑧 − 𝑡𝑡)𝑛𝑛𝑧𝑧𝛼𝛼𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑖𝑖𝑖𝑖∞

𝑡𝑡
� 

=
(−1)𝑛𝑛+1

𝑛𝑛!
𝑛𝑛(−1)� (𝑧𝑧 − 𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑧𝑧𝛼𝛼𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑖𝑖𝑖𝑖∞

𝑡𝑡
 

=
(−1)𝑛𝑛

(𝑛𝑛 − 1)!
� (𝑧𝑧 − 𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑧𝑧𝛼𝛼𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑖𝑖𝑖𝑖∞

𝑡𝑡
= ℎ−𝑛𝑛(𝑡𝑡)     (𝑛𝑛 = 1, … ,𝑁𝑁 − 1) 

 

および 
 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
ℎ−1(𝑡𝑡) =

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(−1)1

0!
� 𝑧𝑧𝛼𝛼𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑖𝑖𝑖𝑖∞

𝑡𝑡
= 𝑡𝑡𝛼𝛼𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = ℎ0(𝑡𝑡)  

が成り立つ 20

                                                                                                                                                     
19 一般に 

から、𝑔𝑔(𝑛𝑛)(𝑏𝑏) = 0, 𝑛𝑛 = 0,1, … ,𝑁𝑁 − 1 であることを用いると 

  �∫ {𝑢𝑢(𝑡𝑡) + 𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑡𝑡)}𝑑𝑑𝑑𝑑𝛽𝛽
𝛼𝛼 �

2
= �∫ 𝑢𝑢(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝛽𝛽

𝛼𝛼 + 𝑖𝑖 ∫ 𝑣𝑣(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝛽𝛽
𝛼𝛼 �

2
= �∫ 𝑢𝑢(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝛽𝛽

𝛼𝛼 �
2

+ �∫ 𝑣𝑣(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝛽𝛽
𝛼𝛼 �

2
 

                       ≤ �∫ |𝑢𝑢(𝑡𝑡)|𝑑𝑑𝑑𝑑𝛽𝛽
𝛼𝛼 � �∫ |𝑢𝑢(𝑠𝑠)|𝑑𝑑𝑑𝑑𝛽𝛽

𝛼𝛼 � + �∫ |𝑣𝑣(𝑡𝑡)|𝑑𝑑𝑑𝑑𝛽𝛽
𝛼𝛼 � �∫ |𝑣𝑣(𝑠𝑠)|𝑑𝑑𝑑𝑑𝛽𝛽

𝛼𝛼 �  
                       = ∫ ∫ {|𝑢𝑢(𝑡𝑡)||𝑢𝑢(𝑠𝑠)| + |𝑣𝑣(𝑡𝑡)||𝑣𝑣(𝑠𝑠)|}𝑑𝑑𝑑𝑑𝛽𝛽

𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑑𝑑𝛽𝛽
𝛼𝛼   

および 

  �∫ |𝑢𝑢(𝑡𝑡) + 𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑡𝑡)|𝑑𝑑𝑑𝑑𝛽𝛽
𝛼𝛼 �

2
= �∫ [𝑢𝑢(𝑡𝑡)2 + 𝑣𝑣(𝑡𝑡)2]

1
2𝑑𝑑𝑑𝑑𝛽𝛽

𝛼𝛼 �
2
 

              = ∫ ∫ [𝑢𝑢(𝑡𝑡)2 + 𝑣𝑣(𝑡𝑡)2]
1
2[𝑢𝑢(𝑠𝑠)2 + 𝑣𝑣(𝑠𝑠)2]

1
2𝑑𝑑𝑑𝑑𝛽𝛽

𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑑𝑑𝛽𝛽
𝛼𝛼  

              = ∫ ∫ [𝑢𝑢(𝑡𝑡)2𝑢𝑢(𝑠𝑠)2 + 𝑣𝑣(𝑡𝑡)2𝑣𝑣(𝑠𝑠)2 + 𝑢𝑢(𝑡𝑡)2𝑣𝑣(𝑠𝑠)2 + 𝑣𝑣(𝑡𝑡)2𝑢𝑢(𝑠𝑠)2]
1
2𝑑𝑑𝑑𝑑𝛽𝛽

𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑑𝑑𝛽𝛽
𝛼𝛼   

であり 
  [𝑢𝑢(𝑡𝑡)2𝑢𝑢(𝑠𝑠)2 + 𝑣𝑣(𝑡𝑡)2𝑣𝑣(𝑠𝑠)2 + 𝑢𝑢(𝑡𝑡)2𝑣𝑣(𝑠𝑠)2 + 𝑣𝑣(𝑡𝑡)2𝑢𝑢(𝑠𝑠)2]− {|𝑢𝑢(𝑡𝑡)||𝑢𝑢(𝑠𝑠)| + |𝑣𝑣(𝑡𝑡)||𝑣𝑣(𝑠𝑠)|}2 
              = 𝑢𝑢(𝑡𝑡)2𝑣𝑣(𝑠𝑠)2 + 𝑣𝑣(𝑡𝑡)2𝑢𝑢(𝑠𝑠)2 − 2|𝑢𝑢(𝑡𝑡)||𝑢𝑢(𝑠𝑠)||𝑣𝑣(𝑡𝑡)||𝑣𝑣(𝑠𝑠)| 
              = (|𝑢𝑢(𝑡𝑡)||𝑣𝑣(𝑠𝑠)|− |𝑣𝑣(𝑡𝑡)||𝑢𝑢(𝑠𝑠)|)2 ≥ 0  
であるから 
  �∫ {𝑢𝑢(𝑡𝑡) + 𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑡𝑡)}𝑑𝑑𝑑𝑑𝛽𝛽

𝛼𝛼 �
2
≤ �∫ |𝑢𝑢(𝑡𝑡) + 𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑡𝑡)|𝑑𝑑𝑑𝑑𝛽𝛽

𝛼𝛼 �
2
 

が成り立つ。 
20 一般に 𝐹𝐹(𝑡𝑡) = ∫ 𝑓𝑓(𝑢𝑢, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑∞

𝑡𝑡   �𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶(ℝ× ℝ)� に対して 
  

𝐹𝐹(𝑡𝑡+ℎ)−𝐹𝐹(𝑡𝑡)
ℎ

= 1
ℎ
�∫ 𝑓𝑓(𝑢𝑢, 𝑡𝑡 + ℎ)𝑑𝑑𝑑𝑑∞
𝑡𝑡+ℎ − ∫ 𝑓𝑓(𝑢𝑢, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑∞

𝑡𝑡 � 
             = 1

ℎ
�∫ [𝑓𝑓(𝑢𝑢, 𝑡𝑡 + ℎ)− 𝑓𝑓(𝑢𝑢, 𝑡𝑡)]𝑑𝑑𝑑𝑑∞
𝑡𝑡 − ∫ 𝑓𝑓(𝑢𝑢, 𝑡𝑡 + ℎ)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡+ℎ

𝑡𝑡 � 

             = ∫ 𝑓𝑓(𝑢𝑢 ,𝑡𝑡+ℎ)−𝑓𝑓(𝑢𝑢 ,𝑡𝑡)
ℎ

𝑑𝑑𝑑𝑑∞
𝑡𝑡 − ∫ 𝑓𝑓(𝑢𝑢 ,𝑡𝑡+ℎ)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡+ℎ

0 −∫ 𝑓𝑓(𝑢𝑢 ,𝑡𝑡+ℎ)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0

ℎ
  

であるから（積分と極限操作が可換ならば）𝐺𝐺(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) = ∫ 𝑓𝑓(𝑢𝑢, 𝑡𝑡2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡1
0  とおくと 𝐺𝐺(∗, 𝑡𝑡2) ∈

𝐶𝐶1(ℝ), 𝐺𝐺(𝑡𝑡1,∗) ∈ 𝐶𝐶(ℝ) で 
  limℎ→0

𝐹𝐹(𝑡𝑡+ℎ)−𝐹𝐹(𝑡𝑡)
ℎ

= limℎ→0 ∫
𝑓𝑓(𝑢𝑢 ,𝑡𝑡+ℎ)−𝑓𝑓(𝑢𝑢 ,𝑡𝑡)

ℎ
𝑑𝑑𝑑𝑑∞

𝑡𝑡 − limℎ→0
𝐺𝐺(𝑡𝑡+ℎ ,𝑡𝑡+ℎ)−𝐺𝐺(𝑡𝑡 ,𝑡𝑡+ℎ)

ℎ
 

          = ∫ limℎ→0
𝑓𝑓(𝑢𝑢 ,𝑡𝑡+ℎ)−𝑓𝑓(𝑢𝑢 ,𝑡𝑡)

ℎ
𝑑𝑑𝑑𝑑∞

𝑡𝑡 − limℎ→0
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡1

(𝑡𝑡 + 𝜖𝜖, 𝑡𝑡 + ℎ)   (0 ≤ 𝜖𝜖 ≤ ℎ) 

          = ∫ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

(𝑢𝑢, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑∞
𝑡𝑡 − 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡1
(𝑡𝑡, 𝑡𝑡)  

すなわち 



 
𝐼𝐼(𝑘𝑘) = � ℎ0(𝑡𝑡)𝑔𝑔(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

0
 

          = [ℎ−1(𝑡𝑡)𝑔𝑔(𝑡𝑡)]0
𝑏𝑏 − � ℎ−1(𝑡𝑡)𝑔𝑔′(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

0
 

= ℎ−1(0)𝑔𝑔(0)− �[ℎ−2(𝑡𝑡)𝑔𝑔′(𝑡𝑡)]0
𝑏𝑏 − � ℎ−2(𝑡𝑡)𝑔𝑔′′ (𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

0
� = ⋯ 

= �(−1)𝑛𝑛ℎ−1−𝑛𝑛(0)𝑔𝑔(𝑛𝑛)(0)
𝑁𝑁−1

𝑛𝑛=0

+ (−1)𝑁𝑁 � ℎ−𝑁𝑁(𝑡𝑡)𝑔𝑔(𝑁𝑁)(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

0
 

 

と表すことができる。さらに、(45)式第 2 式において 𝑧𝑧 = 𝑡𝑡 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 とすると 
 

ℎ−𝑛𝑛−1(0) =
(−1)𝑛𝑛+1

𝑛𝑛!
� 𝑧𝑧𝑛𝑛+𝛼𝛼𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑖𝑖𝑖𝑖∞

0
=

(−1)𝑛𝑛+1

𝑛𝑛!
� (𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑛𝑛+𝛼𝛼𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
∞

0
 

=
(−1)𝑛𝑛+1

𝑛𝑛!
(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑛𝑛+𝛼𝛼+1 � 𝜎𝜎𝑛𝑛+𝛼𝛼𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

0
 

=
(−1)𝑛𝑛+1

𝑛𝑛!
(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑛𝑛+𝛼𝛼+1 � �

𝜈𝜈
𝑘𝑘�

𝑛𝑛+𝛼𝛼
𝑒𝑒−𝜈𝜈

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑘𝑘

∞

0
 

=
(−1)𝑛𝑛+1

𝑛𝑛!
�
𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑘𝑘
�
𝑛𝑛+𝛼𝛼+1

� 𝜈𝜈𝑛𝑛+𝛼𝛼𝑒𝑒−𝜈𝜈𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

0
 

=
(−1)𝑛𝑛+1

𝑛𝑛!
�
𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑘𝑘
�
𝑛𝑛+𝛼𝛼+1

Γ(𝑛𝑛 + 𝛼𝛼 + 1)     (𝑛𝑛 = 0,1, … ,𝑁𝑁 − 1) 

(26) 

であり、また(46)式より 
 

�� ℎ−𝑁𝑁(𝑡𝑡)𝑔𝑔(𝑁𝑁)(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

0
� ≤ � |ℎ−𝑁𝑁(𝑡𝑡)|�𝑔𝑔(𝑁𝑁)(𝑡𝑡)�𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

0
≤

1
𝑘𝑘𝑁𝑁

� 𝑡𝑡𝛼𝛼�𝑔𝑔(𝑁𝑁)(𝑡𝑡)�𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

0
  

が得られる 21

 
。したがって 

𝐼𝐼(𝑘𝑘) = �(−1)𝑛𝑛
(−1)𝑛𝑛+1Γ(𝑛𝑛 + 𝛼𝛼 + 1)

𝑛𝑛!
�
𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑘𝑘
�
𝑛𝑛+𝛼𝛼+1

𝑔𝑔(𝑛𝑛)(0)
𝑁𝑁−1

𝑛𝑛=0

+ 𝑂𝑂(𝑘𝑘−𝑁𝑁) 

= −�(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑛𝑛+𝛼𝛼+1 Γ(𝑛𝑛 + 𝛼𝛼 + 1)
𝑛𝑛!

𝑔𝑔(𝑛𝑛)(0)
𝑁𝑁−1

𝑛𝑛=0

𝑘𝑘−(𝑛𝑛+𝛼𝛼+1) + 𝑂𝑂(𝑘𝑘−𝑁𝑁) 

= �𝑒𝑒
𝑖𝑖𝑖𝑖
2 𝜇𝜇(𝑛𝑛+𝛼𝛼+1) Γ(𝑛𝑛 + 𝛼𝛼 + 1)

𝑛𝑛!
𝑔𝑔(𝑛𝑛)(0)

𝑁𝑁−1

𝑛𝑛=0

𝑘𝑘−(𝑛𝑛+𝛼𝛼+1) + 𝑂𝑂(𝑘𝑘−𝑁𝑁) 

 

が成り立つ 22

                                                                                                                                                     
  

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑡𝑡) = ∫ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

(𝑢𝑢, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑∞
𝑡𝑡 − � 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 ∫ 𝑓𝑓(𝑢𝑢, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜏𝜏
0 �

𝜏𝜏=𝑡𝑡
= ∫ 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
(𝑢𝑢, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑∞

𝑡𝑡 − 𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑡𝑡) 

。 

が成り立つ。 
21 𝑔𝑔 ∈ 𝐶𝐶𝑁𝑁[0,𝑏𝑏] で ∀𝑛𝑛 ∈ {0,1, … ,𝑁𝑁}, lim𝑡𝑡→𝑏𝑏 𝑔𝑔(𝑛𝑛)(𝑡𝑡) = 0 かつ −1 < 𝛼𝛼 ≤ 0 であるから  

∫ 𝑡𝑡𝛼𝛼�𝑔𝑔(𝑁𝑁)(𝑡𝑡)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑏𝑏
0 < ∞  

が成り立つ。 
22 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑒𝑒𝜇𝜇

𝑖𝑖𝑖𝑖
2  である。 



■ 
 
Proposition 5.（Stationary phase method） 次の形の積分を考える： 
 

𝐼𝐼(𝑘𝑘) = � 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 (27) 

ただし 𝜙𝜙,𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶∞[𝑎𝑎, 𝑏𝑏] で 
 ∃𝑐𝑐 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏],  𝜙𝜙′(𝑐𝑐) = 0, 𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) ≠ 0  and  𝑡𝑡 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] ∖ {𝑐𝑐} ⇒ 𝜙𝜙′(𝑡𝑡) ≠ 0 (28) 
および 
 ∀𝑛𝑛 ∈ ℤ+, lim

𝑡𝑡→𝑎𝑎
𝑓𝑓(𝑛𝑛)(𝑡𝑡) = lim

𝑡𝑡→𝑏𝑏
𝑓𝑓(𝑛𝑛)(𝑡𝑡) = 0 (29) 

が成り立つものとする。このとき、𝐼𝐼(𝑘𝑘) は 
 

𝐼𝐼(𝑘𝑘) = 𝑒𝑒
𝑖𝑖𝑖𝑖
4 𝜇𝜇𝑓𝑓(𝑐𝑐)�

2𝜋𝜋
|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|𝑘𝑘

−1
2 + 𝑂𝑂(𝑘𝑘−1),   𝑘𝑘 → ∞ (30) 

と漸近展開することができる。ただし 𝜇𝜇 = sgn𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) である。 
Proof 
 積分 𝐼𝐼(𝑘𝑘) を二つの和 
 

𝐼𝐼(𝑘𝑘) = 𝐼𝐼𝑎𝑎(𝑘𝑘) + 𝐼𝐼𝑏𝑏(𝑘𝑘),    𝐼𝐼𝑎𝑎(𝑘𝑘) = � 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐

𝑎𝑎
,   𝐼𝐼𝑏𝑏(𝑘𝑘) = � 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑐𝑐
  

に分割すると、(49)式の条件よりそれぞれの積分区間 [𝑎𝑎, 𝑐𝑐] および [𝑐𝑐,𝑏𝑏] において 𝜙𝜙(𝑡𝑡) 
は単調減少または単調増加である。 
まず積分 𝐼𝐼𝑏𝑏  を考える。その積分区間 [𝑐𝑐,𝑏𝑏] において関数 𝜙𝜙: [𝑐𝑐, 𝑏𝑏] → ℝ は単調であるか

ら、逆関数 𝜙𝜙−1 が存在し、したがって変数変換 
 𝜇𝜇𝜇𝜇 = 𝜙𝜙(𝑡𝑡)− 𝜙𝜙(𝑐𝑐),      𝑡𝑡 = 𝜙𝜙−1�𝜇𝜇𝜇𝜇 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)�  
ただし 
 𝜇𝜇 = sgn𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) =  sgn𝜙𝜙′(𝑡𝑡) (𝑡𝑡 ∈ [𝑐𝑐,𝑏𝑏])  
を施すことができる： 
 

𝐼𝐼𝑏𝑏(𝑘𝑘) = � 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑐𝑐
 

= � 𝑓𝑓 �𝜙𝜙−1�𝜇𝜇𝜇𝜇 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)�� 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖�𝜇𝜇𝜇𝜇+𝜙𝜙(𝑐𝑐)� 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇

𝜙𝜙′ �𝜙𝜙−1�𝜇𝜇𝜇𝜇 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��

[𝜙𝜙(𝑏𝑏)−𝜙𝜙(𝑐𝑐)]/𝜇𝜇

0
 

= 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑐𝑐) �
𝜇𝜇𝜇𝜇 �𝜙𝜙−1�𝜇𝜇𝜇𝜇 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��

𝜙𝜙′ �𝜙𝜙−1�𝜇𝜇𝜇𝜇 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��
𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑

|𝜙𝜙(𝑏𝑏)−𝜙𝜙(𝑐𝑐)|

0
 

 

変数変換 𝜇𝜇𝜇𝜇(𝑡𝑡) = 𝜙𝜙(𝑡𝑡)− 𝜙𝜙(𝑐𝑐) の 𝑡𝑡 = 𝑐𝑐 のまわりの漸近展開は 
 

𝜏𝜏(𝑡𝑡) =
1
𝜇𝜇
�
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)

2
(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)2 + 𝑜𝑜((𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)2)� =

|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|
2

(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)2 + 𝑜𝑜((𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)2)  



であるが、これに 𝑡𝑡 − 𝑐𝑐 の 𝜏𝜏 に関する漸近展開 23

 
 

𝑡𝑡 − 𝑐𝑐 = 𝐴𝐴𝜏𝜏𝛼𝛼 + 𝑜𝑜(𝜏𝜏𝛼𝛼),  𝜏𝜏 → 0  
を代入すると 
 

𝜏𝜏 =
|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|

2
[𝐴𝐴𝜏𝜏𝛼𝛼 + 𝑜𝑜(𝜏𝜏𝛼𝛼)]2 + 𝑜𝑜(𝜏𝜏2𝛼𝛼)  

であるから 
 

1 = 2𝛼𝛼,   1 =
|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|

2
𝐴𝐴2  

すなわち 
 

𝛼𝛼 =
1
2

, 𝐴𝐴 = �
2

|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|    

でなければならない。したがって、𝑡𝑡 − 𝑐𝑐 の 𝜏𝜏 に関する漸近展開は 
 

𝑡𝑡 − 𝑐𝑐 = �
2

|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)| 𝜏𝜏
1/2 + 𝑜𝑜�𝜏𝜏1/2�,  𝜏𝜏 → 0  

と表される。また 1/(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐) の 𝜏𝜏 に関する漸近展開を 
 1

𝑡𝑡 − 𝑐𝑐
= 𝐴𝐴𝜏𝜏𝛼𝛼 + 𝑜𝑜(𝜏𝜏𝛼𝛼),  𝜏𝜏 → 0  

とすると 
 

1 = [ 𝐴𝐴𝜏𝜏𝛼𝛼 + 𝑜𝑜(𝜏𝜏𝛼𝛼)] ⋅ ��
2

|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)| 𝜏𝜏
1/2 + 𝑜𝑜�𝜏𝜏1/2�� ,  𝜏𝜏 → 0  

より 
 

0 = 𝛼𝛼 +
1
2

,  1 = 𝐴𝐴�
2

|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|  

したがって 
 

𝛼𝛼 = −
1
2

,  𝐴𝐴 = �|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|
2

  

であるから 

                                                   
23 𝑡𝑡 = 𝑐𝑐 ⇔ 𝜏𝜏 = 0 であるから漸近展開の定数項は０、したがって 𝛼𝛼 ≠ 0 である。また 
𝑡𝑡 ∈ (𝑐𝑐, 𝑏𝑏) ⇔ 𝜏𝜏 ∈ �0,𝜇𝜇�𝜙𝜙(𝑏𝑏)− 𝜙𝜙(𝑐𝑐)�� = (0, |𝜙𝜙(𝑏𝑏)− 𝜙𝜙(𝑐𝑐)|) であるから 𝐴𝐴 ≥ 0 である。 



 
1

𝑡𝑡 − 𝑐𝑐
= �|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|

2
𝜏𝜏−1/2 + 𝑜𝑜�𝜏𝜏−1/2�,  𝜏𝜏 → 0 (31) 

となる。 
 一方、関数 𝑓𝑓(𝑡𝑡) と 𝜙𝜙′(𝑡𝑡) を 𝑡𝑡 = 𝑐𝑐 のまわりで Taylor 級数展開すると 
 𝑓𝑓(𝑡𝑡) = 𝑓𝑓(𝑐𝑐) + 𝑂𝑂((𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)1),  

𝜙𝜙′(𝑡𝑡) = (𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) + 𝑂𝑂((𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)2),  𝑡𝑡 → 𝑐𝑐 
 

であるから、𝑓𝑓(𝑡𝑡)/𝜙𝜙′(𝑡𝑡) の 𝑡𝑡 = 𝑐𝑐 のまわりの漸近展開 
 𝑓𝑓(𝑡𝑡)

𝜙𝜙′(𝑡𝑡)
= 𝐴𝐴(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)𝛼𝛼 + 𝑜𝑜((𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)𝛼𝛼),   𝜏𝜏 → 0   

において 
 𝑓𝑓(𝑐𝑐) + 𝑂𝑂((𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)1) = [𝐴𝐴(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)𝛼𝛼 + 𝑂𝑂((𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)𝛼𝛼)] ⋅ [(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) + 𝑂𝑂((𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)2)]  
したがって 
 0 = 𝛼𝛼 + 1,  𝑓𝑓(𝑐𝑐) = 𝐴𝐴𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)  
すなわち 
 

𝛼𝛼 = −1,   𝐴𝐴 =
𝑓𝑓(𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)    

が成り立たなければならない。故に 𝑓𝑓(𝑡𝑡)/𝜙𝜙′(𝑡𝑡) の 𝑡𝑡 = 𝑐𝑐 のまわりの漸近展開は 
 𝑓𝑓(𝑡𝑡)

𝜙𝜙′(𝑡𝑡)
=

𝑓𝑓(𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)

(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)−1 + 𝑜𝑜((𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)−1),  𝑡𝑡 → 𝑐𝑐  

と表されるが、1/(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐) の 𝜏𝜏 に関する漸近展開（(52)式）より 
 

𝑓𝑓 �𝜙𝜙−1�𝜏𝜏 − 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��

𝜙𝜙′ �𝜙𝜙−1�𝜏𝜏 − 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��
=

𝑓𝑓(𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �

�|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|
2

𝜏𝜏−1/2 + 𝑜𝑜�𝜏𝜏−1/2��+ 𝑜𝑜�𝜏𝜏−1/2� 

  = 𝑎𝑎0𝜏𝜏−1/2 + 𝑜𝑜�𝜏𝜏−1/2� 

 

ただし 
 

𝑎𝑎0 =
𝑓𝑓(𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)

�|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|
2

=
𝜇𝜇𝜇𝜇(𝑐𝑐)

�2|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|
  

が得られる。 
 以上をまとめると、積分 𝐼𝐼𝑏𝑏  は 
 

𝐼𝐼𝑏𝑏(𝑘𝑘) = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑐𝑐) � 𝐹𝐹(𝜏𝜏)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑
|𝜙𝜙(𝑏𝑏)−𝜙𝜙(𝑐𝑐)|

0
  

と表され、関数 𝐹𝐹: [0, |𝜙𝜙(𝑏𝑏)− 𝜙𝜙(𝑐𝑐)|] → ℝ は 



 
𝐹𝐹(𝜏𝜏) =

𝜇𝜇𝜇𝜇 �𝜙𝜙−1�𝜏𝜏 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��

𝜙𝜙′ �𝜙𝜙−1�𝜏𝜏 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��
= 𝜏𝜏𝛼𝛼 [𝑎𝑎0 + 𝑜𝑜(1)],  𝜏𝜏 → 0  

ただし 
 

𝛼𝛼 = −
1
2

, 𝑎𝑎0 =
𝑓𝑓(𝑐𝑐)

�2|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|
  

と漸近展開される 24

 
。さらに(50)式より任意の 𝑛𝑛 ∈ ℤ+ に対して 

lim
𝜏𝜏→|𝜙𝜙(𝑏𝑏)−𝜙𝜙(𝑐𝑐)|

�
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
�
𝑛𝑛

𝐹𝐹(𝜏𝜏) = lim
𝜏𝜏→[𝜙𝜙(𝑏𝑏)−𝜙𝜙(𝑐𝑐)]/𝜇𝜇

�
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
�
𝑛𝑛 𝜇𝜇𝜇𝜇 �𝜙𝜙−1�𝜇𝜇𝜇𝜇 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��

𝜙𝜙′ �𝜙𝜙−1�𝜇𝜇𝜇𝜇 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��
= 0  

が成り立つから、Proposition 4 より 
 

𝐼𝐼𝑏𝑏(𝑘𝑘) = 𝑒𝑒
𝑖𝑖𝑖𝑖
2 𝜇𝜇(𝛼𝛼+1)Γ(𝛼𝛼 + 1)𝑎𝑎0𝑘𝑘−(𝛼𝛼+1) + 𝑂𝑂(𝑘𝑘−1) 

= 𝑒𝑒
𝑖𝑖𝑖𝑖
4 𝜇𝜇Γ �

1
2
�

𝑓𝑓(𝑐𝑐)

�2|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|
𝑘𝑘−

1
2 + 𝑂𝑂(𝑘𝑘−1) 

= 𝑒𝑒
𝑖𝑖𝑖𝑖
4 𝜇𝜇𝑓𝑓(𝑐𝑐)�

𝜋𝜋
2|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|𝑘𝑘

−1
2 + 𝑂𝑂(𝑘𝑘−1),   𝑘𝑘 → ∞ 

(32) 

が得られる。 
 積分 𝐼𝐼𝑎𝑎  の場合も同様に変数変換 
 𝜇𝜇𝜇𝜇 = 𝜙𝜙(𝑡𝑡)− 𝜙𝜙(𝑐𝑐),      𝑡𝑡 = 𝜙𝜙−1�𝜇𝜇𝜇𝜇 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)�  
ただし 
 𝜇𝜇 = sgn𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) = − sgn𝜙𝜙′(𝑡𝑡) (𝑡𝑡 ∈ [𝑎𝑎, 𝑐𝑐])  
によって 
 

𝐼𝐼𝑎𝑎(𝑘𝑘) = � 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐

𝑎𝑎
 

= � 𝑓𝑓 �𝜙𝜙−1�𝜇𝜇𝜇𝜇 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)�� 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖�𝜇𝜇𝜇𝜇+𝜙𝜙(𝑐𝑐)� 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇

𝜙𝜙′ �𝜙𝜙−1�𝜇𝜇𝜇𝜇 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��

0

�𝜙𝜙(𝑎𝑎)−𝜙𝜙(𝑐𝑐)�/𝜇𝜇
 

= −𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑐𝑐) �
𝜇𝜇𝜇𝜇 �𝜙𝜙−1�𝜇𝜇𝜇𝜇 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��

𝜙𝜙′ �𝜙𝜙−1�𝜇𝜇𝜇𝜇 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��
𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑

|𝜙𝜙(𝑎𝑎)−𝜙𝜙(𝑐𝑐)|

0
 

 

と変換することができる。 
この場合も変数変換 𝜇𝜇𝜇𝜇(𝑡𝑡) = 𝜙𝜙(𝑡𝑡)− 𝜙𝜙(𝑐𝑐) の 𝑡𝑡 = 𝑐𝑐 のまわりの漸近展開は 

                                                   
24 Proposition 4 を適用するためには 𝐹𝐹(𝜏𝜏)𝜏𝜏−𝛼𝛼 ∈ 𝐶𝐶∞[0, |𝜙𝜙(𝑏𝑏) −𝜙𝜙(𝑐𝑐)|] が成り立たなければ

ならず、そのためには 𝐹𝐹(𝜏𝜏) = 𝜏𝜏𝛼𝛼 [𝑎𝑎0 + 𝑂𝑂(𝜏𝜏)], 𝜏𝜏 → 0 でなければならない。これは一般には

成り立たない。 



 
𝜏𝜏(𝑡𝑡) =

1
𝜇𝜇
�
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)

2
(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)2 + 𝑜𝑜((𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)2)� =

|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|
2

(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)2 + 𝑜𝑜((𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)2)  

であるが、これに 𝑡𝑡 − 𝑐𝑐 の 𝜏𝜏 に関する漸近展開 25

 
 

𝑡𝑡 − 𝑐𝑐 = 𝐴𝐴𝜏𝜏𝛼𝛼 + 𝑜𝑜(𝜏𝜏𝛼𝛼),  𝜏𝜏 → 0  
を代入すると 
 

𝜏𝜏 =
|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|

2
[𝐴𝐴𝜏𝜏𝛼𝛼 + 𝑜𝑜(𝜏𝜏𝛼𝛼)]2 + 𝑜𝑜(𝜏𝜏2𝛼𝛼)  

であるから 
 

1 = 2𝛼𝛼,   1 =
|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|

2
𝐴𝐴2  

すなわち 
 

𝛼𝛼 =
1
2

, 𝐴𝐴 = −�
2

|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|    

でなければならない。したがって、𝑡𝑡 − 𝑐𝑐 の 𝜏𝜏 に関する漸近展開は 
 

𝑡𝑡 − 𝑐𝑐 = −�
2

|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)| 𝜏𝜏
1/2 + 𝑜𝑜�𝜏𝜏1/2�,  𝜏𝜏 → 0  

と表される。また 1/(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐) の 𝜏𝜏 に関する漸近展開を 
 1

𝑡𝑡 − 𝑐𝑐
= 𝐴𝐴𝜏𝜏𝛼𝛼 + 𝑜𝑜(𝜏𝜏𝛼𝛼),  𝜏𝜏 → 0  

とすると 
 

1 = [ 𝐴𝐴𝜏𝜏𝛼𝛼 + 𝑜𝑜(𝜏𝜏𝛼𝛼)] ⋅ �−�
2

|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)| 𝜏𝜏
1/2 + 𝑜𝑜�𝜏𝜏1/2�� ,  𝜏𝜏 → 0  

より 
 

0 = 𝛼𝛼 +
1
2

,  1 = −𝐴𝐴�
2

|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|  

したがって 
 

𝛼𝛼 = −
1
2

,  𝐴𝐴 = −�
|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|

2
  

であるから 
                                                   
25 𝑡𝑡 = 𝑐𝑐 ⇔ 𝜏𝜏 = 0 であるから漸近展開の定数項は０、したがって 𝛼𝛼 ≠ 0 である。また 
𝑡𝑡 ∈ (𝑎𝑎, 𝑐𝑐) ⇔ 𝜏𝜏 ∈ �0,𝜇𝜇�𝜙𝜙(𝑎𝑎)− 𝜙𝜙(𝑐𝑐)�� = (0, |𝜙𝜙(𝑎𝑎)− 𝜙𝜙(𝑐𝑐)|) であるから 𝐴𝐴 ≤ 0 である。 



 
1

𝑡𝑡 − 𝑐𝑐
= −�

|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|
2

𝜏𝜏−1/2 + 𝑜𝑜�𝜏𝜏−1/2�,  𝜏𝜏 → 0 (33) 

となる。 
 𝑓𝑓(𝑡𝑡)/𝜙𝜙′(𝑡𝑡) の 𝑡𝑡 = 𝑐𝑐 のまわりの漸近展開は 𝐼𝐼𝑏𝑏  の場合と全く同様に 
 𝑓𝑓(𝑡𝑡)

𝜙𝜙′(𝑡𝑡)
=

𝑓𝑓(𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)

(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)−1 + 𝑜𝑜((𝑡𝑡 − 𝑐𝑐)−1),  𝑡𝑡 → 𝑐𝑐  

と表されるが、1/(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐) の 𝜏𝜏 に関する漸近展開（(54)式）より 
 

𝑓𝑓 �𝜙𝜙−1�𝜏𝜏 − 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��

𝜙𝜙′ �𝜙𝜙−1�𝜏𝜏 − 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��
=

𝑓𝑓(𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐) �−

�|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|
2

𝜏𝜏−1/2 + 𝑜𝑜�𝜏𝜏−1/2��+ 𝑜𝑜�𝜏𝜏−1/2� 

  = −𝑎𝑎0𝜏𝜏−1/2 + 𝑜𝑜�𝜏𝜏−1/2� 

 

ただし 
 

𝑎𝑎0 =
𝑓𝑓(𝑐𝑐)
𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)

�|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|
2

=
𝜇𝜇𝜇𝜇(𝑐𝑐)

�2|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|
  

が得られる。 
 以上をまとめると、積分 𝐼𝐼𝑎𝑎  は 
 

𝐼𝐼𝑎𝑎(𝑘𝑘) = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑐𝑐)� 𝐹𝐹(𝜏𝜏)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑
|𝜙𝜙(𝑎𝑎)−𝜙𝜙(𝑐𝑐)|

0
  

と表され、関数 𝐹𝐹: [0, |𝜙𝜙(𝑎𝑎)−𝜙𝜙(𝑐𝑐)|] → ℝ は 
 

𝐹𝐹(𝜏𝜏) = −
𝜇𝜇𝜇𝜇 �𝜙𝜙−1�𝜏𝜏 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��

𝜙𝜙′ �𝜙𝜙−1�𝜏𝜏 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��
= 𝜏𝜏𝛼𝛼 [𝑎𝑎0 + 𝑜𝑜(1)],  𝜏𝜏 → 0  

ただし 
 

𝛼𝛼 = −
1
2

, 𝑎𝑎0 =
𝑓𝑓(𝑐𝑐)

�2|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|
  

と漸近展開される。さらに(50)式より任意の 𝑛𝑛 ∈ ℤ+ に対して 
 

lim
𝜏𝜏→|𝜙𝜙(𝑎𝑎)−𝜙𝜙(𝑐𝑐)|

�
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
�
𝑛𝑛

𝐹𝐹(𝜏𝜏) = lim
𝜏𝜏→[𝜙𝜙(𝑎𝑎)−𝜙𝜙(𝑐𝑐)]/𝜇𝜇

�
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
�
𝑛𝑛 𝜇𝜇𝜇𝜇 �𝜙𝜙−1�𝜇𝜇𝜇𝜇 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��

𝜙𝜙′ �𝜙𝜙−1�𝜇𝜇𝜇𝜇 + 𝜙𝜙(𝑐𝑐)��
= 0  

が成り立つから、Proposition 4 より 
 
 
 
 



 
𝐼𝐼𝑎𝑎(𝑘𝑘) = 𝑒𝑒

𝑖𝑖𝑖𝑖
2 𝜇𝜇(𝛼𝛼+1)Γ(𝛼𝛼 + 1)𝑎𝑎0𝑘𝑘−(𝛼𝛼+1) + 𝑂𝑂(𝑘𝑘−1) 

= 𝑒𝑒
𝑖𝑖𝑖𝑖
4 𝜇𝜇Γ �

1
2
�

𝑓𝑓(𝑐𝑐)

�2|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|
𝑘𝑘−

1
2 + 𝑂𝑂(𝑘𝑘−1) 

= 𝑒𝑒
𝑖𝑖𝑖𝑖
4 𝜇𝜇𝑓𝑓(𝑐𝑐)�

𝜋𝜋
2|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|𝑘𝑘

−1
2 + 𝑂𝑂(𝑘𝑘−1),   𝑘𝑘 → ∞ 

 

 以上より 
 

𝐼𝐼(𝑘𝑘) = 𝐼𝐼𝑎𝑎(𝑘𝑘) + 𝐼𝐼𝑏𝑏(𝑘𝑘) = 2𝑒𝑒
𝑖𝑖𝑖𝑖
4 𝜇𝜇𝑓𝑓(𝑐𝑐)�

𝜋𝜋
2|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|𝑘𝑘

−1
2 + 𝑂𝑂(𝑘𝑘−1) 

= 𝑒𝑒
𝑖𝑖𝑖𝑖
4 𝜇𝜇𝑓𝑓(𝑐𝑐)�

2𝜋𝜋
|𝜙𝜙′′ (𝑐𝑐)|𝑘𝑘

−1
2 + 𝑂𝑂(𝑘𝑘−1),   𝑘𝑘 → ∞ 

 

が成り立つ。 
 
 
 
  



(3) Method of steepest descent 
 
Proposition 6.（Method of Steepest Descent） 次の形の積分を考える： 
 

𝐼𝐼(𝑘𝑘) = �𝑓𝑓(𝑧𝑧)𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐶𝐶

 (34) 

ただし積分路 𝐶𝐶: [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] → ℂ は区分的に滑らかな関数で 𝑓𝑓,𝜙𝜙 ∶ 𝐷𝐷 → ℂ は積分路を含む領域

𝐷𝐷 ⊂ ℂ（ 𝐶𝐶([𝑎𝑎, 𝑏𝑏]) ⊂ 𝐷𝐷 ）上に定義される解析関数とする。 
 関数 𝜙𝜙(𝑧𝑧) = 𝑢𝑢(𝑧𝑧) + 𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑧𝑧)（ただし 𝑢𝑢 = ℜ𝜙𝜙 ∶ 𝐷𝐷 → ℝ,𝑣𝑣 = ℑ𝜙𝜙 ∶ 𝐷𝐷 → ℝ）において、積分路 
𝐶𝐶′ を 𝑧𝑧 ∈ 𝐶𝐶′ ⇒ 𝑣𝑣(𝑧𝑧) = 𝑣𝑣0:const. となるようにとると、積分は 
 

𝐼𝐼(𝑘𝑘) = � 𝑓𝑓(𝑧𝑧)𝑒𝑒𝑘𝑘(𝑢𝑢(𝑧𝑧)+𝑖𝑖𝑣𝑣0)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐶𝐶′

= 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑣𝑣0 � 𝑓𝑓(𝑧𝑧)𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐶𝐶′

 

= 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑣𝑣0 � 𝑓𝑓�𝑧𝑧(𝑡𝑡)�
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑧𝑧′(𝑡𝑡)𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘�𝑧𝑧(𝑡𝑡)�𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

（ただし 𝐶𝐶′ = {𝑧𝑧(𝑡𝑡) ∈ ℂ| 𝑎𝑎 ≤ 𝑡𝑡 ≤ 𝑏𝑏} ）とLaplace積分に帰着される 26

Proof 

。𝑣𝑣(𝑧𝑧) = 𝑣𝑣0 を満たす

曲線は、複素平面上で 𝑢𝑢(𝑧𝑧) の減少が最も大きい方向または 𝑢𝑢(𝑧𝑧) の増加が最も大きい方向

に沿っている。 

 𝑧𝑧 = 𝑥𝑥 + 𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ ℝ とし、𝑢𝑢(𝑧𝑧) = 𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑦𝑦), 𝑣𝑣(𝑧𝑧) = 𝑣𝑣(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) とすると、Cauchy-Riemann の

方程式より (𝜕𝜕𝜕𝜕/𝑑𝑑𝑑𝑑, 𝜕𝜕𝜕𝜕/𝜕𝜕𝜕𝜕) = (𝜕𝜕𝜕𝜕/𝜕𝜕𝜕𝜕,−𝜕𝜕𝜕𝜕/𝜕𝜕𝜕𝜕) であるから 
 

∇𝑢𝑢 ⋅ ∇𝑣𝑣 =
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

−
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0  

したがって、（∇𝑢𝑢 ≠ 0,∇𝑣𝑣 ≠ 0 のときには）𝑢𝑢 の最大変化方向 ∇𝑢𝑢 と曲線 𝑣𝑣 = const. の法

線ベクトル ∇𝑣𝑣 は直交する。これは曲線 𝑣𝑣 = const. が 𝑢𝑢 の最大変化方向 ∇𝑢𝑢 に沿ってい

ることを示している。 
 もしくは、任意の点 𝑧𝑧0 ∈ 𝐷𝐷 において 𝑛𝑛 = min{𝑚𝑚 ∈ ℕ|𝜙𝜙(𝑚𝑚)(𝑧𝑧0) ≠ 0} とし、𝜙𝜙(𝑛𝑛)(𝑧𝑧0) =

𝑎𝑎𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖  とおくと 𝜙𝜙 は解析関数であるから 
 𝜙𝜙(𝑧𝑧)−𝜙𝜙(𝑧𝑧0) = 𝜙𝜙(𝑛𝑛)(𝑧𝑧0)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)𝑛𝑛 + 𝑜𝑜(|𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0|𝑛𝑛) 

= 𝑎𝑎𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 �𝜌𝜌𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 �𝑛𝑛 + 𝑜𝑜(𝜌𝜌𝑛𝑛) 
= 𝑎𝑎𝜌𝜌𝑛𝑛𝑒𝑒𝑖𝑖(𝛼𝛼+𝑛𝑛𝑛𝑛 ) + 𝑜𝑜(𝜌𝜌𝑛𝑛) 

 

である（ただし 𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0 = 𝜌𝜌𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖  とおいた）から 
 𝑢𝑢(𝑧𝑧)− 𝑢𝑢(𝑧𝑧0) = 𝑎𝑎𝜌𝜌𝑛𝑛 cos(𝛼𝛼 + 𝑛𝑛𝑛𝑛) + 𝑜𝑜(𝜌𝜌𝑛𝑛),  

𝑣𝑣(𝑧𝑧)− 𝑣𝑣(𝑧𝑧0) = 𝑎𝑎𝜌𝜌𝑛𝑛 sin(𝛼𝛼 + 𝑛𝑛𝑛𝑛) + 𝑜𝑜(𝜌𝜌𝑛𝑛) 
 

が得られる。したがって、十分小さな 𝜌𝜌 に対して 

                                                   
26 これに対して積分路 𝐶𝐶′′ を 𝑧𝑧 ∈ 𝐶𝐶′ ⇒ 𝑢𝑢(𝑧𝑧) = 𝑢𝑢0:const. となるようにとると、積分は 
  𝐼𝐼(𝑘𝑘) = ∫ 𝑓𝑓(𝑧𝑧)𝑒𝑒𝑘𝑘(𝑢𝑢0+𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑧𝑧))𝑑𝑑𝑑𝑑𝐶𝐶′′ = 𝑒𝑒𝑘𝑘𝑢𝑢0 ∫ 𝑓𝑓(𝑧𝑧)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝐶𝐶′  
と一般化 Fourier 積分に帰着される。 



 𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑧𝑧0 + 𝜌𝜌𝑒𝑒𝑖𝑖𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠 ,   𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠)− 𝑢𝑢(𝑧𝑧0) = min
|𝑧𝑧|=𝜌𝜌

{𝑢𝑢(𝑧𝑧)− 𝑢𝑢(𝑧𝑧0)},  

𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑧𝑧0 + 𝜌𝜌𝑒𝑒𝑖𝑖𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠 ,   𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠)− 𝑢𝑢(𝑧𝑧0) = max
|𝑧𝑧|=𝜌𝜌

{𝑢𝑢(𝑧𝑧)− 𝑢𝑢(𝑧𝑧0)} 
 

とすると 
 

cos(𝛼𝛼 + 𝑛𝑛𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠) = −1     ∴ 𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠 = −
𝛼𝛼
𝑛𝑛

+
(2𝑚𝑚 + 1)𝜋𝜋

𝑛𝑛
  (𝑚𝑚 = 0, … ,𝑛𝑛 − 1), 

cos(𝛼𝛼 + 𝑛𝑛𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠) = 1        ∴ 𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠 = −
𝛼𝛼
𝑛𝑛

+
2𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑛𝑛

  (𝑚𝑚 = 0, … ,𝑛𝑛 − 1) 
 

が成り立つ。そのとき sin(𝛼𝛼 + 𝑛𝑛𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠) = sin(𝛼𝛼 + 𝑛𝑛𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠) = 0 であるから 
 𝑣𝑣(𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠)− 𝑣𝑣(𝑧𝑧0) = 𝑂𝑂(𝜌𝜌𝑛𝑛), 

𝑣𝑣(𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠)− 𝑣𝑣(𝑧𝑧0) = 𝑂𝑂(𝜌𝜌𝑛𝑛) 
 

が成り立つ。 
 
Example 1.（分散波動の場合） 
 

𝜑𝜑(𝑡𝑡) = � 𝐹𝐹(𝜅𝜅)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜅𝜅)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞
 (35) 

の 𝑡𝑡 → ∞ における漸近挙動を考える。ここで 𝜒𝜒(𝜅𝜅) = 𝑊𝑊(𝜅𝜅)− 𝜅𝜅𝜅𝜅/𝑡𝑡 であり、分散波動の条

件から 𝜒𝜒′′ (𝜅𝜅) = 𝑊𝑊′′ (𝜅𝜅) ≠ 0 である。関数 𝜒𝜒:ℝ → ℝ および 𝐹𝐹:ℝ → ℝ はともに解析関数で

あることを仮定する。𝜙𝜙(𝜅𝜅) = −𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜅𝜅) とすれば、(35)式の積分は(34)式の形に表せる。 
 関数 𝜒𝜒:ℝ → ℝ の停留点を 𝜅𝜅 = 𝑘𝑘𝑗𝑗  (𝑗𝑗 = 1, … ,𝑛𝑛) とすると、𝜙𝜙′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 � = −𝑖𝑖𝜒𝜒′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 � ≠ 0 である

から、上記 Proposition 6 の議論において 𝛼𝛼 = arg𝜙𝜙′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 � = −(𝜋𝜋/2)sgn𝜒𝜒′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 � より 
 

𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠1 = −
𝛼𝛼
2

+
𝜋𝜋
2

=
𝜋𝜋
4

sgn𝜒𝜒′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 �+
𝜋𝜋
2

, 

𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠2 = −
𝛼𝛼
2

+
3
2
𝜋𝜋 =

𝜋𝜋
4

sgn𝜒𝜒′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 � −
𝜋𝜋
2

 
 

すなわち 
 

sgn𝜒𝜒′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 � = 1 ⇒ 𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠1 =
3
4
𝜋𝜋,  𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠2 = −

1
4
𝜋𝜋, 

sgn𝜒𝜒′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 � = −1 ⇒ 𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠1 =
1
4
𝜋𝜋,  𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠2 = −

3
4
𝜋𝜋 

 

となる。 
したがって、積分路を 

 
𝜅𝜅(𝑠𝑠)− 𝑘𝑘𝑗𝑗 = 𝑠𝑠𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 ,   𝜃𝜃 = −

𝜋𝜋
4

sgn𝜒𝜒′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 �  

ととると、(35)式の積分は 



 
𝜑𝜑(𝑡𝑡) = � 𝐹𝐹�𝑘𝑘𝑗𝑗 + 𝑠𝑠𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 �𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑘𝑘𝑗𝑗+𝑠𝑠𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 �𝑡𝑡𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

−∞
= 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 � 𝑓𝑓(𝑠𝑠)𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

−∞
  

ただし 
 

𝜙𝜙(𝑠𝑠) = 𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑘𝑘𝑗𝑗 + 𝑠𝑠𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 � = 𝜙𝜙(0) +
𝑠𝑠2

2
𝜙𝜙′′ (0) +

𝑠𝑠3

6
𝜙𝜙′′′ (0) +

𝑠𝑠4

24
𝜙𝜙(4)(0) + 𝑂𝑂(𝑠𝑠5) 

= 𝑖𝑖 �𝜒𝜒�𝑘𝑘𝑗𝑗 �+
𝑠𝑠2

2
𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜒𝜒′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 �+

𝑠𝑠3

6
𝑒𝑒3𝑖𝑖𝑖𝑖𝜒𝜒′′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 �+

𝑠𝑠4

24
𝑒𝑒4𝑖𝑖𝑖𝑖𝜒𝜒(4)�𝑘𝑘𝑗𝑗 �+ 𝑂𝑂(𝑠𝑠5)� 

 

および 
 

𝑓𝑓(𝑠𝑠) = 𝐹𝐹�𝑘𝑘𝑗𝑗 + 𝑠𝑠𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 � = 𝑓𝑓(0) + 𝑠𝑠𝑓𝑓′(0) +
𝑠𝑠2

2
𝑓𝑓′′ (0) + 𝑂𝑂(𝑠𝑠3) 

= 𝐹𝐹�𝑘𝑘𝑗𝑗 �+ 𝑠𝑠𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝐹𝐹′�𝑘𝑘𝑗𝑗 �+
𝑠𝑠2

2
𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖𝐹𝐹′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 �+ 𝑂𝑂(𝑠𝑠3) 

 

と表せる。したがって、Laplace’s method より 
 

𝜑𝜑(𝑡𝑡)~𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑡𝑡 (0)�
2𝜋𝜋

|𝜙𝜙′′ (0)|𝑡𝑡
�𝑓𝑓(0) +

1
2𝑡𝑡
�
𝑓𝑓′′ (0)
𝜙𝜙′′ (0) −

𝑓𝑓(0)𝜙𝜙(4)(0)
4[𝜙𝜙′′ (0)]2 −

𝑓𝑓′(0)𝜙𝜙′′′ (0)
[𝜙𝜙′′ (0)]2

�� 

                                                                       ��+
5𝑓𝑓(0)[𝜙𝜙′′′ (0)]2

12[𝜙𝜙′′ (0)]3 �+ 𝑂𝑂(𝑡𝑡−2)� ,  𝑡𝑡 → ∞ 

 

すなわち 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
𝜑𝜑(𝑡𝑡)~𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 �𝑘𝑘𝑗𝑗 �+𝑖𝑖𝑖𝑖�

2𝜋𝜋
𝑖𝑖𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜒𝜒′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 �𝑡𝑡

 

                 ⋅ �𝐹𝐹�𝑘𝑘𝑗𝑗 �+
1
2𝑡𝑡
�
𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖𝐹𝐹′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 �
𝑖𝑖𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜒𝜒′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 �

−
𝐹𝐹�𝑘𝑘𝑗𝑗 �𝑖𝑖𝑒𝑒4𝑖𝑖𝑖𝑖𝜒𝜒(4)�𝑘𝑘𝑗𝑗 �

4�𝑖𝑖𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖𝜒𝜒′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 ��
2 −

𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝐹𝐹′�𝑘𝑘𝑗𝑗 �𝑖𝑖𝑒𝑒3𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜒𝜒′′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 �

�𝑖𝑖𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜒𝜒′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 ��
2

�� 
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5𝐹𝐹�𝑘𝑘𝑗𝑗 ��𝑖𝑖𝑒𝑒3𝑖𝑖𝑖𝑖𝜒𝜒′′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 ��

2

12�𝑖𝑖𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖𝜒𝜒′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 ��
3 � + 𝑂𝑂(𝑡𝑡−2)� 

       = 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑘𝑘𝑗𝑗 �𝑡𝑡+𝑖𝑖𝑖𝑖�
2𝜋𝜋

𝑖𝑖𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖𝜒𝜒′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 �𝑡𝑡
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2𝑡𝑡
�
𝐹𝐹′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 �
𝑖𝑖𝜒𝜒′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 �
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(−𝑖𝑖)𝐹𝐹�𝑘𝑘𝑗𝑗 �𝜒𝜒(4)�𝑘𝑘𝑗𝑗 �

4�𝜒𝜒′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 ��
2 −

(−𝑖𝑖)𝐹𝐹′�𝑘𝑘𝑗𝑗 �𝜒𝜒′′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 �

�𝜒𝜒′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 ��
2

�� 

                                                                       ��+
5𝐹𝐹�𝑘𝑘𝑗𝑗 ��𝜒𝜒′′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 ��

2

12𝑖𝑖�𝜒𝜒′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 ��
3 � + 𝑂𝑂(𝑡𝑡−2)� 

      = 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑘𝑘𝑗𝑗 �𝑡𝑡−𝑖𝑖
𝜋𝜋
4sgn𝜒𝜒′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 ��

2𝜋𝜋
�𝜒𝜒′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 ��𝑡𝑡
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𝑖𝑖
𝑡𝑡
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𝐹𝐹′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 �

2𝜒𝜒′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 �
−
𝐹𝐹�𝑘𝑘𝑗𝑗 �𝜒𝜒(4)�𝑘𝑘𝑗𝑗 �

8�𝜒𝜒′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 ��
2 −

𝐹𝐹′�𝑘𝑘𝑗𝑗 �𝜒𝜒′′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 �

2�𝜒𝜒′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 ��
2
�� 

                                                                       ��+
5𝐹𝐹�𝑘𝑘𝑗𝑗 ��𝜒𝜒′′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 ��

2

24�𝜒𝜒′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 ��
3 �+ 𝑂𝑂(𝑡𝑡−2)� ,  𝑡𝑡 → ∞ 

 

が得られる 27
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27 ここで 𝑖𝑖𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑒𝑒𝑖𝑖(2𝜃𝜃+𝜋𝜋/2) = 𝑒𝑒𝑖𝑖�−

𝜋𝜋
2sgn𝜒𝜒′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 �+𝜋𝜋

2� = sgn𝜒𝜒′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 � なる関係を用いた。因みに

𝑖𝑖𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑒𝑒𝑖𝑖(2𝜃𝜃+𝜋𝜋/2) = 𝑒𝑒𝑖𝑖�
𝜋𝜋
2sgn𝜒𝜒′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 �−

𝜋𝜋
2� = sgn𝜒𝜒′′ �𝑘𝑘𝑗𝑗 �, 𝜃𝜃 = 𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠1,𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠2 も成り立つ。 


