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 ある線型方程式が 
 𝜑𝜑(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖⋅𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑡𝑡   
 𝑖𝑖 = 𝑊𝑊(𝑖𝑖)  
なる形の解をもつものとする。そのとき、少なくとも形式的には 
 

𝜑𝜑(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = � 𝐹𝐹(𝑖𝑖)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖⋅𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖
∞

−∞
 (15) 

も解である 6

 

。任意関数 𝐹𝐹(𝑖𝑖) は初期条件もしくは境界条件を満たすように決められる

（Fourier変換が可能であるような適当な値をとる場合において）。n個の異なる関数 𝑊𝑊(𝑖𝑖) 
をもつn個のモードがある場合には、n個の任意関数 𝐹𝐹(𝑖𝑖) に対する(15)式右辺の形のn個の

項の和として表される。その場合には、解を決定するためには n個の初期条件を与えるの

が適切となるであろう。(6)式～(8)式の例はすべて二つのモードをもち、したがって時刻 
𝑡𝑡 = 0 において 𝜑𝜑 と 𝜑𝜑𝑡𝑡 を指定するのが適切である。これらの例のように、二つのモード

は 𝑖𝑖 = ±𝑊𝑊(𝑖𝑖) と表されることがよく起こり、典型的な一次元問題においては 

𝜑𝜑(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = � 𝐹𝐹1(𝑖𝑖)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖
∞

−∞
+ � 𝐹𝐹2(𝑖𝑖)

∞

−∞
𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥+𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖 (16) 

と表され、初期条件 
 𝜑𝜑(𝑥𝑥, 0) = 𝜑𝜑0(𝑥𝑥),     𝜑𝜑𝑡𝑡(𝑥𝑥, 0) = 𝜑𝜑1(𝑥𝑥)  
が与えられる。(16)式第１項の被積分関数の位相速度は 𝑐𝑐 = 𝑊𝑊(𝑖𝑖)/𝑖𝑖 であり、第２項の被

積分関数の位相速度は 𝑐𝑐 = −𝑊𝑊(𝑖𝑖)/𝑖𝑖 であるから、(7)式（？）のように 𝑊𝑊(𝑖𝑖) が 𝑖𝑖 の奇

関数の場合には第１項は右に進む波を表し、第２項は左に進む項を表す 7

                                                   
6 単独の定数係数線型微分方程式 𝑃𝑃 � 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡
, ∂
𝜕𝜕𝑥𝑥1

, ∂
𝜕𝜕𝑥𝑥2

, ∂
𝜕𝜕𝑥𝑥3

�𝜑𝜑 = 0 の場合には、分散関係式は多項

式 𝑃𝑃(−𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑖𝑖𝑖𝑖1, 𝑖𝑖𝑖𝑖2, 𝑖𝑖𝑖𝑖3) = 0 であるから 𝑊𝑊(𝑖𝑖) も多項式である。したがって 𝐹𝐹 ∈ S とする

と 

。(6)式および(8)
式のように 𝑊𝑊(𝑖𝑖) が 𝑖𝑖 の偶関数の場合には、右に進む波と左に進む波が両方の項に現れる。

(16)式が初期条件を満たすためには 

 ∫ �� 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡
�
𝑚𝑚
� 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥
�
𝛼𝛼
𝐹𝐹(𝑖𝑖)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖⋅𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡 � 𝑑𝑑𝑖𝑖∞

−∞ = ∫ ��−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)�𝑚𝑚(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝛼𝛼𝐹𝐹(𝑖𝑖)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖⋅𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡 �𝑑𝑑𝑖𝑖∞
−∞  

          = ∫ |𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑚𝑚𝑖𝑖𝛼𝛼𝐹𝐹(𝑖𝑖)|𝑑𝑑𝑖𝑖∞
−∞ < ∞   (∀𝑚𝑚 ∈ ℤ+,∀𝛼𝛼 ∈ ℤ+

3 ;∀𝑥𝑥, 𝑡𝑡 ∈ ℝ)  
より 
  𝑃𝑃 � 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡
, ∂
𝜕𝜕𝑥𝑥1

, ∂
𝜕𝜕𝑥𝑥2

, ∂
𝜕𝜕𝑥𝑥3

�𝜑𝜑(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∫ 𝑃𝑃 � 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡

, ∂
𝜕𝜕𝑥𝑥1

, ∂
𝜕𝜕𝑥𝑥2

, ∂
𝜕𝜕𝑥𝑥3

�𝐹𝐹(𝑖𝑖)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖⋅𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖∞
−∞  

             = ∫ 𝑃𝑃(−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖), 𝑖𝑖𝑖𝑖1, 𝑖𝑖𝑖𝑖2, 𝑖𝑖𝑖𝑖3)𝐹𝐹(𝑖𝑖)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖⋅𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖∞
−∞ = 0  

が成り立つ。ただし 𝛼𝛼 = (𝛼𝛼1,𝛼𝛼2,𝛼𝛼3), 𝛼𝛼1,𝛼𝛼2,𝛼𝛼3 ∈ ℤ+ は３次元の多重指標で 
  |𝛼𝛼| = 𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 + 𝛼𝛼3,   � 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥
�
𝛼𝛼

= 𝜕𝜕 |𝛼𝛼 |

𝜕𝜕𝑥𝑥1
𝛼𝛼1𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝛼𝛼2𝜕𝜕𝑥𝑥3
𝛼𝛼3 ,   𝑥𝑥𝛼𝛼 = 𝑥𝑥1

𝛼𝛼1𝑥𝑥2
𝛼𝛼2𝑥𝑥3

𝛼𝛼3 
である。 
7 ここで 𝑖𝑖 > 0 ⇒𝑊𝑊(𝑖𝑖) > 0 を仮定している。すなわち 𝑊𝑊(𝑖𝑖) が奇関数の場合には、

𝑖𝑖 = 𝑊𝑊(𝑖𝑖) のモードの位相速度は（𝑖𝑖 の符号によらず）𝑐𝑐 = 𝑊𝑊(𝑖𝑖)/𝑖𝑖 > 0 である。 



 
𝜑𝜑0(𝑥𝑥) = � 𝐹𝐹1(𝑖𝑖)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑖𝑖

∞

−∞
+ � 𝐹𝐹2(𝑖𝑖)

∞

−∞
𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑖𝑖 = � {𝐹𝐹1(𝑖𝑖) + 𝐹𝐹2(𝑖𝑖)}

∞

−∞
𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑖𝑖  

 
𝜑𝜑1(𝑥𝑥) = � −𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝐹𝐹1(𝑖𝑖)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑖𝑖

∞

−∞
+ � 𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝐹𝐹2(𝑖𝑖)

∞

−∞
𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑖𝑖 

= −𝑖𝑖� 𝑊𝑊(𝑖𝑖){𝐹𝐹1(𝑖𝑖)− 𝐹𝐹2(𝑖𝑖)}𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑖𝑖
∞

−∞
 

 

が成り立たなければならない 8

 
。Fourier逆変換公式より 

𝐹𝐹1(𝑖𝑖) + 𝐹𝐹2(𝑖𝑖) = Φ0(𝑖𝑖) =
1

2𝜋𝜋
� 𝜑𝜑0(𝑥𝑥)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥
∞

−∞
  

 
−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖){𝐹𝐹1(𝑖𝑖)− 𝐹𝐹2(𝑖𝑖)} = Φ1(𝑖𝑖) =

1
2𝜋𝜋

� 𝜑𝜑1(𝑥𝑥)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥
∞

−∞
  

が得られる 9

 
。したがって、関数 𝐹𝐹1,𝐹𝐹2 を初期条件から 

𝐹𝐹1(𝑖𝑖) =
1
2
�Φ0(𝑖𝑖) +

𝑖𝑖Φ1(𝑖𝑖)
𝑊𝑊(𝑖𝑖) �  

 
𝐹𝐹2(𝑖𝑖) =

1
2
�Φ0(𝑖𝑖)−

𝑖𝑖Φ1(𝑖𝑖)
𝑊𝑊(𝑖𝑖) �  

と定めることができる 10

 
。これらを(16)式に代入すると 

 
 
 
 
 

                                                   
8 定数係数線型微分方程式の場合には、𝐹𝐹1,𝐹𝐹2 ∈ S とすると、脚注６に示したように(16)式
において微分と積分の順序は可換であり、 𝜑𝜑(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) は 𝑥𝑥 と 𝑡𝑡 に関して無限回微分可能であ

る。 
9 これも定数係数線型微分方程式の場合には 𝐹𝐹1,𝐹𝐹2 ∈ S より 𝐹𝐹1 + 𝐹𝐹2, − 𝑖𝑖𝑊𝑊(𝐹𝐹1 − 𝐹𝐹2) ∈ S 
である（𝑊𝑊 は多項式）から 𝜑𝜑0 = 2𝜋𝜋 ⋅ F−1[𝐹𝐹1 + 𝐹𝐹2],     𝜑𝜑1 = 2𝜋𝜋 ⋅ F−1[−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝐹𝐹1 − 𝐹𝐹2)] より 
  𝐹𝐹1 + 𝐹𝐹2 = 1

2𝜋𝜋
F[𝜑𝜑0],     − 𝑖𝑖𝑊𝑊(𝐹𝐹1 − 𝐹𝐹2) = 1

2𝜋𝜋
F[𝜑𝜑1] 

が得られる。 
10 この議論が成り立つためには 𝐹𝐹1,𝐹𝐹2 ∈ S となるような Φ0,Φ1 でなければならない。そ

のためには、少なくとも 𝑊𝑊(𝑖𝑖) = 0 ⇒ Φ1(𝑖𝑖) = 0 でなければならず、(7)式あるいは(8)式の

例では 𝑊𝑊(0) = 0 であるから、これは Φ1(0) = 1
2𝜋𝜋 ∫ 𝜑𝜑1(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥∞

−∞ = 0 、すなわち初期に与え

る運動量の総和が０でなければならないことを意味している。一方、(6)式の例では 
𝑊𝑊(𝑖𝑖) ≠ 0 であるからそのような制限はない。この条件：𝑊𝑊(𝑖𝑖) = 0 ⇒ Φ1(𝑖𝑖) = 0 によって

与えられる初期値の制限は、(7)式と(8)式の Galilei 不変性に対応しているものと考えられ

る（(6)式は Galilei 不変性を満たさない）。 



 
𝜑𝜑(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = �

1
2
�Φ0(𝑖𝑖) +

𝑖𝑖Φ1(𝑖𝑖)
𝑊𝑊(𝑖𝑖) � 𝑒𝑒

𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖
∞

−∞
 

                   +�
1
2
�Φ0(𝑖𝑖)−

𝑖𝑖Φ1(𝑖𝑖)
𝑊𝑊(𝑖𝑖) �

∞

−∞
𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥+𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖 

= � 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥 �Φ0(𝑖𝑖)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡 + 𝑖𝑖Φ1(𝑖𝑖)
𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡 − 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡

2𝑊𝑊(𝑖𝑖) �𝑑𝑑𝑖𝑖
∞

−∞
 

= � 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥 �Φ0(𝑖𝑖)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡 + Φ1(𝑖𝑖)
sin[𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡]
𝑊𝑊(𝑖𝑖) �𝑑𝑑𝑖𝑖

∞

−∞
 

= � Φ0(𝑖𝑖)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖
∞

−∞
+ �� Φ1(𝑖𝑖)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥

sin[𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡]
𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡

𝑑𝑑𝑖𝑖
∞

−∞
� 𝑡𝑡 

 

が得られる 11

 初期条件 𝜑𝜑0(𝑥𝑥),𝜑𝜑1(𝑥𝑥) は実数値関数であるから Φ0(−𝑖𝑖) = Φ0
∗(𝑖𝑖) および Φ1(−𝑖𝑖) =

Φ0
∗(𝑖𝑖) が成り立つ（＊は複素共役を表す）。したがって、 𝑊𝑊(𝑖𝑖) が奇関数の場合には 

。 

 
𝐹𝐹1(−𝑖𝑖) =

1
2
�Φ0(−𝑖𝑖) +

𝑖𝑖Φ1(−𝑖𝑖)
𝑊𝑊(−𝑖𝑖) � =

1
2
�Φ0

∗(𝑖𝑖) +
𝑖𝑖Φ1

∗(𝑖𝑖)
−𝑊𝑊(𝑖𝑖)� = 𝐹𝐹1

∗(𝑖𝑖) 

𝐹𝐹2(−𝑖𝑖) =
1
2
�Φ0(−𝑖𝑖) −

𝑖𝑖Φ1(−𝑖𝑖)
𝑊𝑊(−𝑖𝑖) � =

1
2
�Φ0

∗(𝑖𝑖) −
𝑖𝑖Φ1

∗(𝑖𝑖)
−𝑊𝑊(𝑖𝑖)� = 𝐹𝐹2

∗(𝑖𝑖) 
(17) 

であり、𝑊𝑊(𝑖𝑖) が偶関数の場合には 
 

𝐹𝐹1(−𝑖𝑖) =
1
2
�Φ0(−𝑖𝑖) +

𝑖𝑖Φ1(−𝑖𝑖)
𝑊𝑊(−𝑖𝑖) � =

1
2
�Φ0

∗(𝑖𝑖) +
𝑖𝑖Φ1

∗(𝑖𝑖)
𝑊𝑊(𝑖𝑖) � = 𝐹𝐹2

∗(𝑖𝑖) 

𝐹𝐹2(−𝑖𝑖) =
1
2
�Φ0(−𝑖𝑖) −

𝑖𝑖Φ1(−𝑖𝑖)
𝑊𝑊(−𝑖𝑖) � =

1
2
�Φ0

∗(𝑖𝑖) −
𝑖𝑖Φ1

∗(𝑖𝑖)
𝑊𝑊(𝑖𝑖) � = 𝐹𝐹1

∗(𝑖𝑖) 
(18) 

である。どちらの場合も(16)式は実数値関数になる 12

                                                   
11 したがって、形式的には 𝑊𝑊(𝑖𝑖) = 0 and Φ1(𝑖𝑖) = 0 の場合でも解を構成することが可能

である。特に 𝜑𝜑1(𝑥𝑥) = const. のときには Φ1(𝑖𝑖) = const. ⋅ 𝛿𝛿(𝑖𝑖) であるから、𝑊𝑊(𝑖𝑖) = 0 な
らば第２項は const. ⋅ 𝑡𝑡 となる。これは平行移動を表しており、𝜑𝜑1(𝑥𝑥) = const. を与えたと

きの当然予測される解の挙動を表している。 

：実変数の方程式に実数値の初期値を

12 実際、𝑊𝑊(𝑖𝑖) が奇関数の場合には 
  𝜑𝜑(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∫ 𝐹𝐹1(𝑖𝑖)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖∞

−∞ + ∫ 𝐹𝐹2(𝑖𝑖)∞
−∞ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥+𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖 

          = ∫ 𝐹𝐹1(𝑖𝑖)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖∞
0 + ∫ 𝐹𝐹1(−𝑖𝑖)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(−𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖∞

0   
            +∫ 𝐹𝐹2(𝑖𝑖)∞

0 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥+𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖 + ∫ 𝐹𝐹2(−𝑖𝑖)∞
0 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥+𝑖𝑖𝑊𝑊(−𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖 

          = ∫ 𝐹𝐹1(𝑖𝑖)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖∞
0 + ∫ 𝐹𝐹1

∗(𝑖𝑖)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥−(−𝑖𝑖)𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖∞
0   

            +∫ 𝐹𝐹2(𝑖𝑖)∞
0 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥+𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖 + ∫ 𝐹𝐹2

∗(𝑖𝑖)∞
0 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥+(−𝑖𝑖)𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖 

          = ∫ 𝐹𝐹1(𝑖𝑖)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖∞
0 + �∫ 𝐹𝐹1(𝑖𝑖)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖∞

0 �
∗  

            +∫ 𝐹𝐹2(𝑖𝑖)∞
0 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥+𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖 + �∫ 𝐹𝐹2(𝑖𝑖)∞

0 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥+𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖�
∗ 

          = ℜ�∫ 𝐹𝐹1(𝑖𝑖)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖∞
0 � + ℜ�∫ 𝐹𝐹2(𝑖𝑖)∞

0 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥+𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖�  
であり、𝑊𝑊(𝑖𝑖) が偶関数の場合には 
  𝜑𝜑(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∫ 𝐹𝐹1(𝑖𝑖)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖∞

−∞ + ∫ 𝐹𝐹2(𝑖𝑖)∞
−∞ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥+𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖  
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 他の解をそれから再構成することができるような標準的な解は 
。 

 𝜑𝜑0(𝑥𝑥) = 𝛿𝛿(𝑥𝑥),     𝜑𝜑1(𝑥𝑥) = 0  
とすることにより得ることができる 14

 
。そのとき 

Φ0(𝑖𝑖) =
1

2𝜋𝜋
� 𝛿𝛿(𝑥𝑥)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥
∞

−∞
=

1
2𝜋𝜋

  

 
Φ1(𝑖𝑖) =

1
2𝜋𝜋

� 0 ⋅ 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥
∞

−∞
= 0  

であるから 𝐹𝐹1(𝑖𝑖) = 𝐹𝐹2(𝑖𝑖) = 1/4𝜋𝜋 である。したがって(16)式は 
 
 
 
 
 
                                                                                                                                                     
          = ∫ 𝐹𝐹1(𝑖𝑖)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖∞

0 + ∫ 𝐹𝐹1(−𝑖𝑖)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(−𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖∞
0   

            +∫ 𝐹𝐹2(𝑖𝑖)∞
0 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥+𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖 + ∫ 𝐹𝐹2(−𝑖𝑖)∞

0 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥+𝑖𝑖𝑊𝑊(−𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖 
          = ∫ 𝐹𝐹1(𝑖𝑖)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖∞

0 + ∫ 𝐹𝐹2
∗(𝑖𝑖)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥+(−𝑖𝑖)𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖∞

0   
            +∫ 𝐹𝐹2(𝑖𝑖)∞

0 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥+𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖 + ∫ 𝐹𝐹1
∗(𝑖𝑖)∞

0 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥−(−𝑖𝑖)𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖 
          = ∫ 𝐹𝐹1(𝑖𝑖)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖∞

0 + �∫ 𝐹𝐹2(𝑖𝑖)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥+𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖∞
0 �

∗  
            +∫ 𝐹𝐹2(𝑖𝑖)∞

0 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥+𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖 + �∫ 𝐹𝐹1(𝑖𝑖)∞
0 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖�

∗ 
          = ℜ�∫ 𝐹𝐹1(𝑖𝑖)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖∞

0 � + ℜ�∫ 𝐹𝐹2(𝑖𝑖)∞
0 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥+𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖�  

である。 
13 任意の実変数実数値関数 𝑓𝑓:ℝ → ℝ は奇関数 𝑓𝑓odd(𝑥𝑥) = [𝑓𝑓(𝑥𝑥)− 𝑓𝑓(−𝑥𝑥)]/2 と偶関数 
𝑓𝑓even(𝑥𝑥) = [𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(−𝑥𝑥)]/2 の和として表される。 
14 𝜑𝜑(𝑥𝑥, 0) = 𝛿𝛿(𝑥𝑥), 𝜑𝜑𝑡𝑡(𝑥𝑥, 0) = 0 なる解に対して 
  𝜓𝜓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = (𝜑𝜑(⋅, 𝑡𝑡) ∗ 𝜓𝜓0)(𝑥𝑥)  �= ∫ 𝜑𝜑(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦, 𝑡𝑡)𝜓𝜓0(𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦∞

−∞ �  
とおくと （𝜓𝜓0 ∈ S' とする） 
  𝜓𝜓(𝑥𝑥, 0) = (𝛿𝛿 ∗ 𝜓𝜓0)(𝑥𝑥)�= ∫ 𝛿𝛿(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)𝜓𝜓0(𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦∞

−∞ � = 𝜓𝜓0(𝑥𝑥)  
  𝜓𝜓𝑡𝑡(𝑥𝑥, 0) = (𝜑𝜑𝑡𝑡(⋅, 𝑡𝑡) ∗ 𝜓𝜓0)(𝑥𝑥)�= ∫ 𝜑𝜑𝑡𝑡(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦, 0)𝜓𝜓0(𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦∞

−∞ � = 0 
が成り立ち、例えば 𝑃𝑃 � 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡
, 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥
�𝜑𝜑 = 0 ならば 

  𝑃𝑃 � 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡

, 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥
�𝜓𝜓 = 𝑃𝑃 � 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡
, 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥
� {𝜑𝜑(⋅, 𝑡𝑡) ∗ 𝜓𝜓0} = �𝑃𝑃 � 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡
, 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥
�𝜑𝜑(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)� ∗ 𝜓𝜓0 = 0 

             �= 𝑃𝑃 � 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡

, 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥
� ∫ 𝜑𝜑(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦, 𝑡𝑡)𝜓𝜓0(𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦∞

−∞ = ∫ 𝑃𝑃 � 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡

, 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥
�𝜑𝜑(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦, 𝑡𝑡)𝜓𝜓0(𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦∞

−∞ = 0�  
が成り立つ。ここで 𝜓𝜓𝑡𝑡(𝑥𝑥, 0) = (𝜑𝜑𝑡𝑡(⋅, 𝑡𝑡) ∗ 𝜓𝜓0)(𝑥𝑥) なる関係を用いたが、これは次のようにし

て示すことができる。すなわち 
  ∀𝑢𝑢 ∈ S, � 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡
[𝜑𝜑(⋅, 𝑡𝑡) ∗ 𝜓𝜓0](𝑥𝑥),𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)� = − lim

𝑗𝑗→∞
�[𝜑𝜑(⋅, 𝑡𝑡) ∗ 𝜓𝜓0](𝑥𝑥), 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡
𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)� 

             = − lim
𝑗𝑗→∞

�𝜑𝜑(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) ⋅ 𝜓𝜓0(𝑦𝑦), 𝑖𝑖𝑗𝑗 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡
𝑢𝑢(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦, 𝑡𝑡)�  

             = lim𝑗𝑗→∞ �
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡
𝜑𝜑(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) ⋅ 𝜓𝜓0(𝑦𝑦), 𝑖𝑖𝑗𝑗 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑢𝑢(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦, 𝑡𝑡)� = �� 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡
𝜑𝜑(⋅, 𝑡𝑡) ∗ 𝜓𝜓0� (𝑥𝑥),𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)�  

である（ただし 𝑖𝑖𝑗𝑗 ∈ S(ℝ3 × ℝ3), lim𝑗𝑗→∞ 𝑖𝑖𝑗𝑗 = 1 in S(ℝ3 × ℝ3)）。 



 
𝜑𝜑 = �

1
4𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑑𝑑𝑖𝑖
∞

−∞
+ �

1
4𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥+𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑑𝑑𝑖𝑖
∞

−∞
 

=
1

4𝜋𝜋
�� 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖

∞

0
+ � 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(−𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖

∞

0

� 

                �+� 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥+𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖
∞

0
+ � 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥+𝑖𝑖𝑊𝑊(−𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖

∞

0
� 

=
1

4𝜋𝜋
� �2ℜ�𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡�+ 2ℜ�𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥+𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡��𝑑𝑑𝑖𝑖
∞

0
 

=
1

2𝜋𝜋
� {cos[𝑖𝑖𝑥𝑥 −𝑊𝑊(𝑖𝑖)] + cos[𝑖𝑖𝑥𝑥 + 𝑊𝑊(𝑖𝑖)]}𝑑𝑑𝑖𝑖
∞

0
 

=
1
𝜋𝜋
� cos𝑖𝑖𝑥𝑥 cos𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑑𝑑𝑖𝑖
∞

0
 

(19) 

となる。勿論これは超関数として解釈されなければならない。 
 
＊＊＊ 補足：緩増加超関数による解釈 ＊＊＊ 

Schwarz の急減少関数の空間を 
 

S = �𝑢𝑢 ∈ 𝐶𝐶∞(ℝ)� ∀𝑝𝑝, 𝑞𝑞 ∈ ℤ+,‖𝑢𝑢‖𝑝𝑝,𝑞𝑞 = sup
𝑥𝑥∈ℝ

(1 + |𝑥𝑥|𝑝𝑝)��𝑢𝑢(𝑛𝑛)(𝑥𝑥)�
𝑞𝑞

𝑛𝑛=0

< ∞�  

とし、緩増加超関数の空間を S 上の連続な線型汎関数全体の集合： 
 

S' = �𝑇𝑇:S → ℝ�
∀𝑢𝑢,𝑣𝑣 ∈ S,∀𝑎𝑎,𝑏𝑏 ∈ ℂ,𝑇𝑇(𝑎𝑎𝑢𝑢 + 𝑏𝑏𝑣𝑣) = 𝑎𝑎𝑇𝑇(𝑢𝑢) + 𝑏𝑏𝑇𝑇(𝑣𝑣),

lim
𝑛𝑛→∞

𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝑢𝑢  in S ⇒  lim
𝑛𝑛→∞

𝑇𝑇𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝑇𝑇𝑢𝑢  in ℝ �  

と定義する。ただし 
 lim

𝑛𝑛→∞
𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝑢𝑢  in S ⇔  ∀𝑝𝑝, 𝑞𝑞 ∈ ℤ+, lim

𝑛𝑛→∞
‖𝑢𝑢𝑛𝑛 − 𝑢𝑢‖𝑝𝑝 ,𝑞𝑞 = 0  

である。緩増加超関数列の収束は 
 lim

𝑛𝑛→∞
𝑇𝑇𝑛𝑛 = 𝑇𝑇 in S' ⇔  ∀𝑢𝑢 ∈ S, lim

𝑛𝑛→∞
𝑇𝑇𝑛𝑛(𝑢𝑢) = 𝑇𝑇(𝑢𝑢)  

と定義される。また緩増加超関数の Fourier 変換 F:S' → S' を 
 ∀𝑢𝑢 ∈ S, (F[𝑇𝑇],𝑢𝑢) = (𝑇𝑇,F[𝑢𝑢])  
と定義すると、これは Fourier 変換 F:S → S とともに同相変換となる。 
 (15)式： 
 

𝜑𝜑(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = � 𝐹𝐹(𝑖𝑖)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖⋅𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖
∞

−∞
  

において、 𝐹𝐹 ∈ S' とすると 𝐹𝐹(𝑖𝑖)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡 ∈ S' であるから、これは 
 𝜑𝜑(⋅, 𝑡𝑡) = 2𝜋𝜋F−1�𝐹𝐹(𝑖𝑖)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡� ∈ S'  
と表せる。2𝜋𝜋F−1�𝛿𝛿(𝑖𝑖 − 𝑖𝑖0)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡�(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖0⋅𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖0)𝑡𝑡 であるから 15

                                                   
15 実際 

、これは波数空間上で 

    ∀𝑢𝑢 ∈ S, �2𝜋𝜋F−1�𝛿𝛿(𝑖𝑖 − 𝑖𝑖0)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡�,𝑢𝑢� = �2𝜋𝜋𝛿𝛿(𝑖𝑖 − 𝑖𝑖0)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡 , F−1𝑢𝑢(𝑖𝑖)�  



𝐹𝐹(𝑖𝑖) で分布する波動 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖⋅𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡  が連続的に重ね合わさったものと解釈することができる。 
 上記 𝜑𝜑(⋅, 𝑡𝑡) ∈ S' の微分は 
 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡
𝜑𝜑(⋅, 𝑡𝑡) = 2𝜋𝜋F−1 �

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡
𝐹𝐹(𝑖𝑖)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡� = 2𝜋𝜋F−1�−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝐹𝐹(𝑖𝑖)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡�  

 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

𝜑𝜑(⋅, 𝑡𝑡) = 2𝜋𝜋F−1�𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝐹𝐹(𝑖𝑖)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡�   (𝑗𝑗 = 1,2,3)  

であるから 16

 

、単独の定数係数線型微分方程式 𝑃𝑃(𝜕𝜕/𝜕𝜕𝑡𝑡,∂/𝜕𝜕𝑥𝑥1,∂/𝜕𝜕𝑥𝑥2,∂/𝜕𝜕𝑥𝑥3)𝜑𝜑 = 0 の場合に

は分散関係式は多項式 𝑃𝑃(−𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑖𝑖𝑖𝑖1, 𝑖𝑖𝑖𝑖2, 𝑖𝑖𝑖𝑖3) = 0 で 

𝑃𝑃 �
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡

,
∂
𝜕𝜕𝑥𝑥1

,
∂
𝜕𝜕𝑥𝑥2

,
∂
𝜕𝜕𝑥𝑥3

�𝜑𝜑(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 2𝜋𝜋F−1�𝑃𝑃(−𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑖𝑖𝑖𝑖1, 𝑖𝑖𝑖𝑖2, 𝑖𝑖𝑖𝑖3)𝐹𝐹(𝑖𝑖)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡�

= 0 
 

が成り立つ。 
 モードが 𝑖𝑖 = ±𝑊𝑊(𝑖𝑖) と表される場合、𝐹𝐹1,𝐹𝐹2 ∈ S' として 
 

𝜑𝜑(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = � 𝐹𝐹1(𝑖𝑖)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖
∞

−∞
+ � 𝐹𝐹2(𝑖𝑖)

∞

−∞
𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥+𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡𝑑𝑑𝑖𝑖 

= 2𝜋𝜋F−1�𝐹𝐹1(𝑖𝑖)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡�+ 2𝜋𝜋F−1�𝐹𝐹2(𝑖𝑖)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡� 
 

とおく。初期条件を 
 𝜑𝜑(𝑥𝑥, 0) = 𝜑𝜑0(𝑥𝑥) ∈ S',     𝜑𝜑𝑡𝑡(𝑥𝑥, 0) = 𝜑𝜑1(𝑥𝑥) ∈ S'  
とすると 
 2𝜋𝜋F−1[𝐹𝐹1(𝑖𝑖)] + 2𝜋𝜋F−1[𝐹𝐹2(𝑖𝑖)] = 𝜑𝜑0,      

2𝜋𝜋F−1[−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝐹𝐹1(𝑖𝑖)] + 2𝜋𝜋F−1[𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝐹𝐹2(𝑖𝑖)] = 𝜑𝜑1 
 

より 
 

𝐹𝐹1 + 𝐹𝐹2 =
1

2𝜋𝜋
F𝜑𝜑0, 

−𝑖𝑖𝑊𝑊𝐹𝐹1 + 𝑖𝑖𝑊𝑊𝐹𝐹2 =
1

2𝜋𝜋
F𝜑𝜑1 

 

したがって 

                                                                                                                                                     
                = �2𝜋𝜋𝛿𝛿(𝑖𝑖 − 𝑖𝑖0), 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡F−1𝑢𝑢(𝑖𝑖)� = 2𝜋𝜋𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖0)𝑡𝑡F−1𝑢𝑢(𝑖𝑖0) 
        = 2𝜋𝜋𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖0)𝑡𝑡 ∫ 𝑢𝑢(𝑥𝑥)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖0⋅𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥∞

−∞ = �2𝜋𝜋𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖0⋅𝑥𝑥−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖0)𝑡𝑡 ,𝑢𝑢(𝑥𝑥)�  
が成り立つ。 
16 実際、Fourier 変換 F:S → S は同相変換であるからその逆変換とともに極限操作と可換

であり、したがってパラメータに関する微分とも可換であるから、 
  ∀𝑢𝑢 ∈ S, � 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡
𝜑𝜑(⋅, 𝑡𝑡),𝑢𝑢� = −�𝜑𝜑(⋅, 𝑡𝑡), 𝜕𝜕𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑡𝑡
� = −�2𝜋𝜋F−1�𝐹𝐹(𝑖𝑖)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡�, 𝜕𝜕𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑡𝑡
� 

                       = −�2𝜋𝜋𝐹𝐹(𝑖𝑖)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡 , F−1 �𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡
�� = −�2𝜋𝜋𝐹𝐹(𝑖𝑖)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡 , 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡
F−1𝑢𝑢� 

                       = �2𝜋𝜋 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡
�𝐹𝐹(𝑖𝑖)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡�, F−1𝑢𝑢� = �2𝜋𝜋F−1 � 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡
𝐹𝐹(𝑖𝑖)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑊𝑊(𝑖𝑖)𝑡𝑡� ,𝑢𝑢�  

が成り立つ。 



 
𝐹𝐹1 =

1
4𝜋𝜋

�F𝜑𝜑0 +
𝑖𝑖F𝜑𝜑1

𝑊𝑊
�, 

𝐹𝐹2 =
1

4𝜋𝜋
�F𝜑𝜑0 −

𝑖𝑖F𝜑𝜑1

𝑊𝑊
� 

 

が得られる。 
 
＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊ 
 
 
  


